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Page 



10, ligne 17, au lieu de {- if QO%'>.h-~, lire î{- i}>cos>-A-. 

i4, ligne 5, au lieu de — cot as;, lii-e — t col 2 a;. 

4a, ligne ai, au Heu def{u), liref{ti,). 

64, lignes 17 et ig, multipliée les seconds memlires pur le faoïeu 

64, ligne 25, au lieu de n„ lire n. 

6t, ligne i4p eu lieu de eiil"+=l, lire e"ii<"<-0. 



i83, ligne 14. au lieu, de e 
), ligne (4, au lieu de - 



■"', tin 



Page 1: 



EAsû 



î-fiL>. 



i, ligne aS, au lieu de- ■ ' , lire - 

Page aoi, ligne i4i f^" Heu de réel et positif, lire réel. 

Page SOI, ligne 16, au lieu de réel et négatif, lire réel. 

Page 104, 011 lieu de l'avant-deniière ligne du texle, lire e; 
leur ir(aa) est nul ; ceci ne peut ayoii' lieu que si b est un 
si a est un multiple de u,, et, ■ . .. 

Page al , dernière ligne, ajouter sous le signe Tî l'indicé 

Page 2a5, dernière ligne, au lieu de —1 lire -- ■ 



Le lecteur qui voudrait se borner à un aperçu de la Théorie des fonctions 
elliptiques et acquérir seulement les notions indispensables aux applications 
des fonctions elliptiques à la Mécanique pourra se dispenser de lire les nu- 
méros m à 271 et les numéros 320 à 350. 
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CHAPITRE III. 

LES FONCTIONS S. 

I. — Développements des fonctions s'a, s'a"- 

151. Les fondions rfM, d^u de M. WeiersErass, que nous avons 
étudiées particulièrement jusqu'ici, offrent, en raison de leur sy- 
métrie, un grand intérêt et une grande utilité; mais celte symé- 
trie même laisse confondues des propriétés que l'emploi d'aulres 
éléments analytiques permet seul de démêler. 

Ces nouveaux éléments analytiques ont été introduits dans la 
Science par Jacobi : leur découverte est assurément un de ses 
plus beaux titres de gloire {'). Ils peuvent être, comme on le 



(') Voir Lbjeune-Diriciilet, Gedàchliiissrede au/ Jacobi {Œui, 
cobi, t. I, p. i4)> 
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2 CALCUL DrFFÉREKTIEL. 

verra bicnlôt, étudiés directement sur Jeiir définition ; leur étude 
peut aussi être rattachée à celle des fonctions rf«, rfati. Ils se pré- 
sentent naturellement quand on développe ces dernières fonc- 
tions en série, sous une forme que nous allons faire connaître ( ' ), 
Dans ces développements en série, comme dans les fonctions 
de Jacobi, les deux périodes ne joueut plus le même rôle. Nous 
ferons désormais la supposition suivante, qui est essentielle : 



Le coefficient de i dans le rapport - 



sitif. 



Cela revient à admettre que l'angle formé par les deux direc- 
tions, qui vont ^u point o aux deux points 2 «t, 2(03 du parallélo- 
gramme des périodes, a la disposition directe. 

D'autre part, nous ne considérerons plus que des couples 
(2B(, 2ft9) proprement équivalents au couple primitif (3 W), awj) 
de sorte que le coefficient de i dans le rapport — sera aussi positif 
et qu'il faudra toujours prendre le signe supérieur + dans les for- 
mules (Xo) et (XXj); ainsi l'on aura toujours 



rsSii =-i 



1S2. Nous allons d'abord 
mule (X|) qui donne l'espressi 
entrée, de la fonction d, ainsi 
(XVIIs.s), relatives 

Nous emploierons 



une auti'c forme la for- 
ion en produit infini, à simple 
que les formules analogues 
fonctions rfi, <i-~, d^. 
aotations suivantes (-) 



(') C'est la marche sui 
vevsité de Berlin; c'est 
Lekrsàtze. 



vent employé 1b symbole w pour repi'éaenter le rapport - 
1 adoptée par M, Weber {ElUptische Fa/icti neit ui 
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LES FONCTIONS S'. J 

en vertu desquelles on a imraédiatemenl, par la formule d'Ealer 
sin5c= — .(e'^ — e~''^), les égalités 



D'ailleurs, à cause de la supposition du numéro précédent, (a 
valeur absolue de q est inférieure à un, d'oii il résulte que les 
produits 

sont absolument convergents, La formule (X, ) 



^«[-Sf] 



-^?'="S::;n— 



algebraische Zahlen). M.Weierstrass et M. Schwarz {Fonnelii and Lehrsdtze) 
désignent par h l'exponentielle e"'; de mÉme ils désignent par H„, H,, H^, H, les 
fonctions de q que nous désignerons {n» 154} par g„, q,, q^, q^. Dans beaucoup 
des formules qui suivent, c'est q* qui figure seui; aussi a-t-on souvent employé 
une lettre pour désigner ç'; M. Klein emploie la lettre r, M. Hermite s'est quel- 
quefois servi, dans ee même sens, de la lettre Q, que nous employons avec nne 
signilication tout autre. 
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peuvent donc s'écrire 



-^w-'^^n- 



ou encore, si î'on tient compte de la relation 

,xx,x., .■.^...■.■ig,i.„n -'';:i°-;+ -îi-. 

De même les trois formules (XVIIs^s ) relatives à rf, u, :>■> u, ^3 u 
peuvent s'écrire chacune des deux manières suivantes : 

ïiTliig!zi£:!'ffl ±9"-f 
li (■+«■—)■ ' 
'ff^^^'i^TT "''"."'." 

JLJL I — ç"'-' J.X 1 — 5''"-' 

1S3. En prenant les dérivées logarithmiques des deux mem- 
bres des égalités précédentes, on obtient pour î^ii, î^i h, tj^ h, ÇjW 
des expressions intéressantes que nous laissons au lecteur le soin 
d'écrire; les séries que l'on trouve ainsi permettent d'obtenir, 
pour ces fonctions, d'importants développements en séries trigo- 
mélriques; c'est un sujet que nous reprendrons plus lard. 

Signalons toutefois, en passant, la forme que prennent les for- 
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LES FONCTIOKS &. 

nies (XVItî) avec les notations actuelles, à savoir 



( (3) .;^V|.»„=-3Ca 
Joignons à ces forninles cell( 

(xxxo 






[e Ai-«'")'J 



qui n'est antre chose que la relation (Xi) écrite avec le nouveau 
sjstèmc de notations. En ajoutant les trois premières égalités, en 
se rappelant que e, + e^ -\- e^ esl nul, et en comparant le résultat 
à la dernière égalité, on trouve la relation linéaire qui suit, entre 
les quatre séries qui figurent aux seconds membres des formules 
(XXX,_,), 

iM. Revenons maintenant aux égalités (XXIX) du n" 152 dont 
les conséquences et les transformations font l'objet principal de ce 
paragraphe. 

Tout d'abord, nous remplacerons, dans ces formules, u successi- 
vement par (U), tù2, 1^3 de manière à avoir les développements en 
produits infinis de rfwn, rfpwa. 

Remplacer u par <ij,, to^, (ûq revient à remplacer v par-i — ^ 

- et z par 

On observera que, en vertu de ces égalités même, les nota- 
tions q-, q ^, que nous remplacerons à l'occasion par \/q,-y^ 
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6 CALCUL DIFFËlIGNTir.L. 

ne compoi'tenl aucune ambiguïté. Nous serons aussi amenés ' 

écrire V'"'! î") Vï^' ?"' "^ désignant un entier quelconque et / 
un entier positif quelconque, et nous entendrons par là 



(XXVIIIj) 






de sorLe que les sjmboles J/f™, /", ^q'", q" ne comporleronl ja- 
mais aucune ambiguïté ; nous disons cela une fois pour toutes. 

Comme les produits infinis qui figurenl aux dénominateurs des 
formules (XXlXi.,) s'introduisent dans un grand nombre de for- 
mules, nous poserons aussi, pour abréger, 

i î. = JJti - 5"), gi - yj(i - q"-"): 

(XXVîlIO ( "=^ ""l 

Les quantités q^), q,, q-, qs sont liées par une relation algé- 
brique qu'on obtient immédiatement on remarquant que les pro- 
duits inlinis 

nc-ro, n(.+,«) 

étant absolument convergents, on peut écrire 

^J'» = JJ(,i-5")II(i + ?"). 

puis, en groupant dans cbaque produit infini partiel les facteurs 
pour lesquels n est pair, d'une part, et ceux pour lesquels ?i esi 
impair, de l'autre. 
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LES FONCTIONS ^ 



15S. Si nous mettons w,, w^, (1)3 à la place de U dans le fac- 
teur e^^."."' qui figure partout dans les formules (XXIX), nous 
trouverons respectivement 



Les deux dernières quantités se transforment comme il suit 
l'égalitc 

montre que l'on a 

on aura donc 

on trouve de même 



Dès lors le calcul des diverses quantités rfua, d^Wa ne pré- 
sente aucune difficulté. En remplaçant, par exemple, dans la 
formule {XXIXj), u par o^, z par —z=> z^ par — -i on trouve de 

En observant que l'on a 

on obtient donc l'égalité 
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8 CALCUL DIFFÉBBNTIEL. 

Le calcul se fait de la même façon pour les autres quantités et 
l'on trouve finalement les résultats qui figurent dans le Tableau 
suivant, dont la disposition s'explique d'elle-même 





». 


„, 


.. 


' 








tîl 


» 






•^i 


" ïi 


° 




^3 


5i 


9^ 






156. Ces rcsidtaLs et la formule (Xl^^ 



nous permettent d'exprimer au moyen de (o,, q, q^, q,, q^, q^ les 
six radicaux \/ep — fia ; on trouve immédiatement, après des ré- 
ductions qui reposent seulement sur la formule (/, ffa^j :=t: i, les 
expressions suivantes 

1 <Je.i— 6^ = — ~^qlq\q^ 
(XXXis) ! /ei — 63= -^qlq'h 

\ .— "' . . 

\ /e, — ej= ~^-qlql- 

Le calcul des auti'es radicaux et les formules {XIII4) fournis- 
sent une vérification. 
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«Jes expressions mettent bien en évidence ce fait, établi au n" 119, 
que les trois quantités y'ej — e^, \/e, — 63, \/ei — e^ sontdes fonc- 
tions homogènes et du degré — i des demi- péri ode s (ii, , u^. 

Les expressions de e^ — e^, C) — «3, e, — e^ au moyen de q, qe, 
q\i S'a» qs nous fournissent une seconde relation algébrique entre 
ces dernières quantités, à savoir 

(XXViiio if'qq\ = q\—ql\ 

c'est en effet la conséquence immédiate de l'identité 

157. Nous définirons sans ambiguïté les racines quatrièmes des 
différences e^ — e^, 61 — 63, e^ — e^ et la racine huitième du 
discriminant (J de l'équation 

eu posant 




(XXXI.) Vq . Y^;:^, V':-', ;/«,-»,= •■;Tr l/,i-»?S?' 



Dans toutes ces formules la signification de l / — — est la même; 
elle peut d'ailleurs être fixée arbitrairement. 

1^. Les produits infmis qui dans les expressions (XXIX) ob- 
tenues pour du, tfjfi, diU, dîU figurent au numérateur sont sus- 
ceptibles d'être développés en séries convergentes, d'une forme 

très simple, entières en q ou en ^'^O- 



é développé par M. Bieliler, qui 



y Google 



10 CALCUL DIFFÉHENTIBI.- 

Considérons d'abord le produit infini 
qui figure dans l'expression de o'^if el posons pour un inslanL 

X (l -h qz-i)(l -^ 5,32-S).,.(H_çîli-ls-!). 

11 est clair qu'on peut écrire 

«„, a,, . . ., a/„ . . ., a„ éLaoi des fonctions entières de q. 
D'ailleurs la définition de ^(s) montre que l'on a 

d'où 

ç(ï3)(î5^+ yî") = <f (3)(l + ç'"+U'). 

En remplaçant, dans cette identité, f{s) et f (ç's) par 

puis en égalant dans les deux membres les coefficients de 3"-*+-, 



donné diverses applications intéressantes en envisageant les transcendantes con- 
sidérées comme des limites de fonctions algébriques (Jownal de Crelle, t. 88, 
p. i85). Le principe en est d'ailleurs dû à Cauchy (Comptes rendus, iS^S). 

Observons encore que M. Schellbach dans l'Ouvrage intitulé ; Die Lehre von den 
elUptischen Integralen und den Theta-Functionen {BevUn, iSËj) a pris les pro- 
duits infinis comme point de départ de la théorie des fonctions Thèla. Jacobi, lui- 
même, avait signalé les avantages de cette marche. 
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En rcmplaçanL su^cessivenienl k par k — i, A' — a, . . ., i, et 
nii multipliant membre à membre les égalités ainsi obtenues, on 



[,_y=.-,.u.)(i_^M+u-i,...(,_g.î«+î) 
D'ailleurs, sur la définition de 'f (s), ou volt que l'on a 

pav suite, 

(■-g')(i-^>). ■■(;-?=") 

En remplaçant ««, dans l'expression obtenue pour «(, pav la 
valeur que fournil cette dernière égalité, il vieut 

^ _ S- (T-?'''-^'^^^)...(i-?^") 

'■ il-q'){l-q-)...{l-q"') ([- g'^— >) . . . (l - î"^^-2*)' 

OU encore 



en faisant, pour abréger, 

„',, _ (, _ ,.»-.i«)(, _ ,.,.-.tu) ...(,-,..) 
x(,-,"»>»«)(i-î"«««).,.(i-3"). 

li est d'ailleurs manifeste que, quand n grandit indéfiniment, 
a\ a pour limite l'unité, à cause de la convergence du produit in- 
fini 

n„ -,..,. 

On voit aussi que tous les nombres a'/, restent, en valeur absolue, 
inférieurs à un nombre positif fise a', indépendanl de n, par 
exemple au produit infini convergent dont le m"'™' facteur serait 

Ceci posé, considérons l'expression 

F,w = (,-<,■)(!-,•)... (,-}")t(^); 
on a, d'après ce qui précède, l'égalité 
F„(2)=M-o',,(î>+!r>K...+ ,iiî"(2»-i-2->»)+...+«.î"'(2"»+»-"'); 
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et l'on voit sans peine que, si l'on f ail croître «indéfiniment, F,i(;) 
a pour liinile la somme de la série 



Que celle série se 
de ce que la série 



it absolument converge 



te. c'est ce qui rcsi 



ÏS^-r 



t-î""-^-"-i--. 



est elle-même absolument convergente, ainsi que celle qu'on en 
déduit en cliangeanl s en - : en effet, i/\(/"''z''" \ = \t/"z^ \ tend 
vers zéro quand ii augmente indéfiniment. Regardons mainlenanl 
q el z comme des nombres donnés : il est clair que l'on a 



I «W*'(2' 



^-^*)|<«'|r/*(^' 



.*)|; 



par conséquent, dans le développement de Fn('S)i l^- valeur abso- 
lue de la somme des termes qui suivent le terme de rang k est in- 
férieure à la somme, multipliée par a', des valeurs absolues des 
termes qui, dans la série F(3), suivent aussi le terme de rang k; 
or, en prenant k suffisamment grand, on peut supposer cette der- 
nière somme moindre qu'un nombre positif arbitraire e. D'un 
autre côté, k étant ainsi fixé, puisque, lorsque n augmente in- 
définiment, a[, «j, .,., a'^^j ont pour limite l'unité, on peut 
prendre n assez grand pour que la différence entre la somme des k 
premiers termes de F(s) et la somme des k premiers termes de 
F„(s) soit moindre en valeur absolue que s; on aura, dans ces 
conditions, 

|F(^)-F„(^)|<3., 

ce qui prouve bien que F/i(2) a pour limite F(^), quand n gran- 
dit indéfiniment. 

Observons en passant que, si l'on désigne par A un nombre 
positif quelconque, on reconnaît immédiatement, sur la forme 
même de la série dont la somme est F(s), que celte série est abso- 
lument et uniformément convergente pour l'ensemble des valeurs 
de z qui vérifient les conditions 
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Eq effet, OQ voit, sons le bénéfice de ces conditions, qne les valeurs 
absolues des termes de la série F{z) sont inférieures ou égales aux 
termes, tous positifs, de la série 

H.2|y|Aî + ...-H2|?'"|A="H-..., 

série dont la convergence résulte des remarques précédentes. Il 
suffildès lors, pour établir la proposition énoncée, d'appliquer le 
théorème du n" 24. 

1S9. Nous avons établi l'identité 

et, par suite (XXIX3), l'égalité 

nous obtiendrons des identités analogues pour les autres fonctions 
duea changeant u en u -\- ni, , u — lù-^^ w ■+- wj, ce qui revient à 

changer c en c H — > v H ^^^^ ) f + - ■ 

ParcKemple, si l'on change u en u — w^, et si l'on tient compte 
de la formule (XHj) 

on obtient l'égalité 

en posant, pour abréger, 

Si l'on se reporte d'ailleurs aux valeurs de rfii)^, e^"' qui ont été 
établies au n" 153, si l'on se rappelle que-zi^o), — ï,t'^ï ^st égal 
à — f on trouve 
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on a donc 

On obtiendra de même, en changeant u en ?f + Wj dans l'e 
pression de (iaM, l'égalilé 



et, en ciiangeanE dans la même expression u e 



""■'■^2(-"-" 



II, — Relations entre les fooctions ï et les fonctions S. 

160. Les développements des fonctions ^w, d,u, rfjH, rfjK 
auxquels nous venons de parvenir nous amènent à introduire quatre 
nouvelles fonctions de la variable f = Nous poserons (') 



S,(> 


.^J2-../-'- 


ÎI,(> 


,>.;s,(-=);»„.... 


3.(. 


'>=E'--. 


St( 


,.)„21<- ■)"?■''•""" 



On reconnaît directement, sur la forme même des séries qui 
figurent dans les seconds membres, qiie ces séries, regardées comme 



(') Les notaLions relatives aux fonctions ^ sont celles que Jacolji a introduites 
pour la première fois dans un cours professé eu j835-i836 à l'Universilé de 
Kœoigsberg et qu'il a ensuite employées plutôt que celles des Faiidamenia dont 
nous parlerons plus loin. Il ne met toutefois pas d'indice lâ ob nous mettons l'in- 
dice 4 et il écrit ^^{VTc) là où nous écrivons &„{o) (Werke, 1. 1, p. Soi). M, Weier- 
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dépendanlde la variable c, sont absolument el uniformément con- 
vergentes dans toute région limitée du plan où l'on figure cette 
variable. En effet, un raisonnement tout semblable à celui de la 
fin du n" 158 montre C[uc la série qui définit la fonction S3(i') de 
la variable v est absolument et uniformément convergente pour 
l'ensemble des valeurs de c qui vérifient les conditions 



i Â est un nombre positif fixe quelconqui 



strass, M. Schwarz, Halphen mettent l'indici 

variable est lu même qae dans notre texte. 

M. Hcrmiie a employé ta notation conden 



,.2(-.)".-K"-)"*-^("-")], 



p, q étant des entiers quelconques. Cette dernière formule, â elle seule, coniient les 
vingt-quatre formules (XXXIV ,_,) que nous écrivons plus loin explicitement; on 
voit assez, par ce seul exemple, les avantages que cette notation peut présenter dans 

bien des cas. Ajoutons que les léros de 9„,5(f) sont congrus a £ 1 t, 

laodulU I, "E. 

Les notations de Briot et Bouquet {Théorie des fonctions elliptiques) se rat- 
tachent ii celles que nous avons adoptées en posant 
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immcdiatemcnL i^ue ces conditions reviennent à dire que, dans t', 
le coefficient de ( doit être moindre en valeur absolue qu'un 
nombre positif fixe, d'ailleurs arbitraire. On pourrait faire le 
même raisonnement sur les autres séries, mais la façon dont on 
passe de l'une aux autres permet de s'en dispenser. Ainsi les fonc- 
tions ^ sont des fonctions transcendantes entières en c, et les 
séries qui les définissent peuvent êlredifférentiées, terme à terme, 
par rapport à c. On reconnaît de même que ces séries peuvent 
être difl'érentiées, terme à terme, par rapport à 17 ou par rapport 

à T. 

161. En groupant ensemble les termes pour lesquels les expo- 
sants de e sont égaux et de signes contraires, et en tenant compte 
des formules d'Euler (n° 66), on peut écrire 

XXXII) 

1(3) %{^)^i^''^iq"'co,9.nn.,, 

OU encore d'une façon plus explicite 

Si(y)= ag-^simic — ^g^sin Stiv -1- ig ' siuStii' — . . ,, 
&5(l>)= 7.q^ cosTTP -t-nq^ cosSuw -1- aç"^ cosSiriî -H. , . , 

&3(l')=l-l-29'COS2iri.-l-2çlcOSiiri.4-2ï3cOs6TIl'+,.., 

Si(c) = i — 2? cos2iri'4-2y*cos4T:P — 2 5rScos6Tii'-h.... 
Quand on voudra mettre en évidence, soit le rapport ■: 1^ —, à 
l'aide duquel les quaire fonctions S sont formées, soil le nombre 
q = e™', on écrira 

3i(oh), %i^\^), 3-.(i'|T), S^(.|t), 
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&i(.,g), %iv,q), %{ç,q), %{^,q), 

à la place de 

&i(0, "M^), %{"), ^U"}- 

Avec ces nolalîons, les résultais dn n*' 1S9 peuvent être mis sovm 
la forme suivante 

1(1) |^5Sî'>" = e"""'''=&i(<'), 
(XXXIII) ' (ï) 2îoîîï'"tf,i( = e^i'"''"'&î(i'), 

162. Les formules (XXXIII,.,) peuvent s'écrire sous diverses 
formes, avec lesquelles il convient de se (amiliariser. 

La première montre que 2f( (c) s'annule pouf u =^ o. En prenant 
les dérivées des deux membres par rapport à u, en supposant 
w 1= o et en se rappelant que l'on a rf'o = i, on trouve 

Divisons l'égalité (i), membre à membre, par celle que nous ve- 
nons d'obtenir; divisons de même chacune des égalités (a), ('i). 
(4), membre à membre, par celle qu'on en déduit en y faisant 
K = o ; 011 trouvera 



1(5) =-„ = „,51S«"" 



a-,(o) ' 



l >-' -■- 9„,(o)- >- ■' ■•■■'■ 

En prenant les dérivées logariUimiqiies par rapport i 
deux membres des relations précédentes, il vient aussi 



(7) 



(8) S,..-^ 



_±_ ail") 
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et l'on pciu mettre ces dernières relations, en tenant compte de 
celles qui précèdent, sons la forme 

Si l'on se reporte aux formules. (XXXIj.i) qui donnent les 

expressions de V^a — e-j, . . . , au moyen àe rj^, q^, , . ., on voit 
qu'on peut encore écrire 

(9) sJ'—VT^ ^„ =ie^i.<^.-'S,(r), 

(XXXIII) I ^ 

En remplaçant dans les formules (XXXlIIi^s) du, d,u, d..u, 
s'a H par leurs développements en produits infinis à simple entrée 
(XXIX), pris cliacim sous la forme qui met en évidence la va- 
riable c, on trouve enfin 



(5) 3,((.)=,.5.}>.ln,n||(,-iî-cos2.'- + , 

(0) S,(,.).,,.,Î00..-JJ(l+2,... 00,2.1 + 

(7) a,(»)-î,JJ(i + 2î"-'ro>«~ + 5'— ), 



(XXXTl) 



163. Il est quelquefois commode de prendre z oomme variable 
iodépeadanle et de considérer, au lieu des fonctions â(f), les 
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fonctions suivantes qui ii'ea diffcrent au fond que par le nom de 
la variable. 
Si l'on pose 

(XXXII) / 

! (4è«) pi(s)= ^{^,yr'-="'- 

on a manifestemenL 

p,iz)=^,{^), p,(z) = tï,[^;, 

En remplaçanl, dans les formules (XXXIII,.,) &.(.>), ^^(v). 
3'G(f)i ^[^(p), respectivement pai' p)(^), p2(s), ps(s), p4(s) ei 
rfw, rf)U,ds«, rfâ« parles produits infinis à simple entrée (XXIX), 
pris chacun sous la forme qui met en évidence la variable b, on 
obtient les relations 

j (ibis) p,(s)=2ï„ç'^y— J"[(i-g5"i-2)]^(i-g'="^\), 
1(6 M p,(^)=^g„çvl±^|"J(i + ^s«^-=)JJ(, + ,/,„„-:), 

(XXXII) ' ^^^^ ""' ^^^^ ""' 

1 (7 Z.iï) P3(^)= î, fj ( [ + ï'"-'^-^ ) n '^' ^ ï^''-'^^), 

I (8to) p^(^)^5,JJ(,_5«-i^-5) jj(,„^..-i^îj, 

dont nous ferons usage dans un instant. 

104. Les fonctions 3j (i*), S^j., (v) que nous venons de défmii' el 
dont nous avons établi le lien avec les fonctions du, tf^w diffèrent 
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profondément de ces fonctions par la façon dont y sont engagées 
les périodes, qui dans les fonctions 2r n'entrent plus que par leur 
rapport. Les séries trlgooomé triques {XXXII|_j), qui repré- 
sentent ces fonctions, sont très élégantes : elles sont précieuses 
dans les applications numérjqnes à cause de leur rapide conver- 
gence. Les fonctions 2r jouent d'ailleurs un rôle essentiel dans des 
recherches importantes d'Analyse, d'Algèbre et d'Arithmétique. 
Nous allons, dans les pages qui suivent, développer les propriétés 
fondamentales de ces fonctions. 

Plusieurs de ces propriétés se déduisent immcdialement des 
propriétés correspondantes des fonctions rfw, rfa». On reconnaît 
ainsi très facilement quels sont les zéros des fonctions 2r, si 
elles sont paires ou impaires, ce qu'elles deviennent lorsqu'on 
remplace u par m-H ato,, h+ aw^, « + u,, h + toj, ce qui re- 
vient à remplacer c par c + i , v -\-x, v H — > ^ -i — ; te change- 
ment de a en u — fn^ donnerait les formules relatives au change- 
ment de f en v -\ On peut ainsi obtenir toutes les for- 
mules (XXXIV). 

Le Tableau qui suit 



donne les valeurs de v qui annulent les diverses fonctions 3; ces 
valeurs ont été placées au-dessous de la fonction correspondante; 
il est sous-entendu qu'on peut leur ajouter un nombre de la 
forme m + «t, m et « étant entiers. 
Les formules 

n'ont pas besoin d'explication. 
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a,(i.+,)=-a,(t.), 

3,(.H-,,= 3,(»), 

(a,(.+i)= s.(»), 

|S.(. + ^):^ 3.(.), 

s'obtiennent de la façon la plus aisée, sans passer par les fonc- 
tions d, en partant lios séries trigonométriques ; elles mettent en 
évidence, comme ces dernières, la périodicité des quatre fonc- 
tions 3. 



, a,re + ,). -13,(1.), 
a,(e-F<)= Aa,(e), 
S,(c + T)= A3,(e), 
3.(n-t) = -AS,(»), 



(a,(, + ;) = n,a.(.,, 

l,(r-^J)= Ba.(r), 



peuvent se déduire des formules (XXXII)_, j,-j) légère 
fiées. Si l'on y remplace g- et ^ par leurs valeurs e'^"', 
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ûcni de suife 

.,(„.^2(-.>V"'[("»""=("»], 

Les quaniilés enlre crochets dans les exponentielles sont toutes 
des trinômes du seeond degré en ii qui deviennent des earrés par- 
faits quand on leur ajoute la quantité -^5 on peut donc écrire 

\(,„) ,™s.(,)= -^.""("^ïï. 
|(„) ."?s.(,). 2'"'*"*=''. 

or on voit qu'en remplaçant v par f + t et n par « — 1 , les expo- 
jientielles se reproduisent; en sorte que, par ce changemenl, le 
premier el le quatrième des seconds membres changent seulement 
de signes, tandis que le second et le troisième restent invariables. 
On a ainsi, par exemple, 

d'où 

et l'on obtient de même 2rii{c + 'î), ^:,{v + ^), 3^(i'4-t) au 
moyen de 3^(0), Sa(i'), 3,(i'). 
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On voit tout aussi aisément sur ces formules comment les 

choses se passent quand on change c en en Il suffit de rem- 

ptacer, dans les deux premières, n par n — i et v par c + - 
/ce qui change /i+'+-enn-i--j, el,dans les deux dernières, 

simplement v par c -| — (ce qui change « + ; en«H h-J-En 

tenant compte d'ailleurs de ce que l'on a 

on obtient les expressions de 3, ( t-- -i- - j ^ S^^, ( " 4- f ) au moyen 
de ^i^f), âa+ifi')- Finalement, on arrive ainsi aux formules 
(XXXIVo). 

En répétant m fois les formules (3) et ii fois les formules (5), 
on a aussi 



ScCi-^'. 


'i^n~) = { 


-■)-*»?-«— '«S.'. 


a.(. + ,. 


<l+H~) = ( 


:-f)"' .?-'''e-a"^'tOa<', 


%{' + • 


îl -h- itn) = 


«-"'«-■■""■a.-. 


ïi(i'+/ 


*i + «^) = 


;-')" î— «-••"■e.j. 


joinbïna 


Ht les forn 


Liules (4) el (6), on [iarvien 






qui correspondent au changement de ti en u — Wo. 

Observons en passant que les formules (XXXIV3) et (XXXIV5), 
ou, si l'on veut, les formules (XXXIV,), qui les contiennent comme 
cas particuliers, mettent en évidence ce fait que les quotients de 
fonctions S sont des fonctions doublement périodiques, avec les 
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périodes a, -i^ : on prévoit ainsi ie rôle que joiieronl ces quo- 
vients. 

165. Comme le cliangenient de c en c + m + n-: revient au 
changement de ^ en {—i)'"-q"z, et t^ue les changements de v 

en cH — > (>+ -) V -\ revienoent aux changements de s en 

iz, z\lq, iz\f(}, les formules précédentes peuvent s'écrire 

PiK-i)'"?"^] = (-!)" ?-"'^-^"p4(3); 

P4(^=) = P3(^); 

pl{^/?) = -^pi(^). 

ps(3 v'y) = -47=p!(3). 
P4(=\^) = -4:P'(^)' 



Ces formules se déduisent d'ailleurs immédiatement des défini- 
tions des diverses fonctions ()(5). 

166. Les fonctions S vérifient toutes les quatre l'équation aux 
dérivées partielles 

i)<<2 ''" dx 

Nous avons vu, en effet {n° 160), que les séries qui définissent 
les fonctions S|{(',t), Sk+i (''i '^)! séries qui rentrent dans le type 



2a., < 
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pevivenl 6lre ri iffcren liées, terme à termCj soil par rapport ; 
soit par rappon à ■:. Or la quantité 



vérifie, comme on s'en assure immédiatement, l'équation aux dé- 
rivées partielles 



il en est donc de même des quatre fonctions 



r quelques fonctions du rapport des périodes. 
Formules diverses. 



167. En faisant v^o dans les formules qui donnent les ex- 
pressions des fonctions 2l(c) où l'argument est augmenté de i , t, 
m -f m, -' - 1 —^ — ! on trouve les valeurs de ces fonctions pour 
i>i= 1, T, m + KT, -t -y ~ — : celles de ces valeurs qui ne sont 
|ias nulles s'expriment au moj'en de g et de Ss(o), 2^3(0), &i(o). 
Ces valeurs se lisent si rapidement sur les formules (XXXIV) 
qu'on a jugé înulile de les récrire ici. Nous nous bornons à trans- 
crire les résultats obtenus en faisant v^o dans les formules 
(XXXIV), après qu'on a pris les dérivées des deux membres; 
on obtient ainsi le Tableau de formules (XXXV), dans le- 
quel ^'(v) désigne toujours la dérivée par rapport à i> de la 
fonction &(<')- Il convient d'observer, d'une part, que les trois 
quantités £!â_|_|(o) sont nulles, puisque les trois fonctions 3a_|.i (^) 
sont paires; d'autre part, qu'il ne s'introduit pas dans le Tableau 
d'autre élément nouveau que S', (o). 
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^^(0^ 


- S'i 10), 


^^(0- 


o, 


-'{^^ 


..; 


â',(')-- 


-2il,-lS,(o), 


,-œ^ 


7Tî"*Sl(0), 


HT)- 


:-!^<7"Hs(0), 


-'(Jù- 


.-«?"Î3,(o), 


W(S)^ 


.■V'S'.ch 


(3'.(".+ 


"')=(-■)'"*"?- 



', (o), 
j 3', (m + »T) -(- 1)"*' »»"■?-"' ».(■>), 

] a;(B.-i-»T) = -.,»iij—3,(o), 
1 3i('» + »') =(-1)"-' î»""'?-'" 3.(»); 

'a;(^')=-.-T:,-!3,(i,). 

Tl est à peine utile de remarrjuer que toutes ces quantités ne dé- 
pendent qac de x. 

On aurait des formules analogues, que nous nous dispensons 
d'écrire, pour les valeurs des fonctions p (s) ou de leurs dérivées, 
quand on suppose z égal à i. \fq, isjq, ... ; les quantités 3a^,, (o) 
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sont respectivement égales aux qiiantitc* p-,_(_|(i); quant à i'|{i) 
c'est —.S', (o). 

168. Les relations entre les quantités 3', (o), 3^+, (c.)j envisa- 
gées comme des fonctions de q, permettent d'établir des propo- 
sitions importantes de la théorie des nombres. Aussi convient-il 
de nous arrêter un instant à l'étude de ces fanctlons. 

Voici d'abord leurs expressions en fonction de q^ obtenues en 
posant !' = o, s^=i dans les formules (XXXni_.i); toutefois, 
pour la première de ces formules, on a pris la dérivée des deux 
membres par rapport à c avant de faire v = o, 

3.(0)= ^Z"*') „ir,f^,/f + jr/r-l-..., 

j 3.(0)- 21«"' -i + aî + 9g' + »î'+..., 

I ai(o)= 2'^''"'"' =i-aî + i.}»-2î'+.... 

Oq trouve de mêtne, au moyen des formules (XXXI1I|_,) par 
exemple, 

( a',(o) = 2.!,i5t 

(XXX¥I,) 3,(o)=a?,îiî"i, 

a.(o) = ,.,|, 

I S. (o) = ?.?;. 

En comparant ces relations aux égalités (XXXl3_i) qui donnent 
les expressions de \/(j et des quantités ^/e^ — 63, ^/g) — e., 
^/ëT— ^3 au moyen de q^, (/o: ?(. Çs: ^s, on trouve 

I >„,î/5 = >^/^3;(o), 

yïr^=ii/-^3,(o), 

(xxxvi.) ; * _1 
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Ces irièmes formules s'obtiennent évidemment tn supposant, 
i' =- o, u^^o dans les relations (XXXino_,2); toutefois, pour la 
première, on doit d'abord prendre les dérivées des deux membres. 

Il va sans dli-c c|iie w ~ doit avoir la même signification que 
dans les formules (XXXl3_.i). 
On tire de là 






Puisque les quantités âsWi "'a('^)! "'K^)' ^i^(*') ^^ dépendent 
que de t, on voit que ces formules mettent bien en évidence la 
propriété des radicaux v'^a — '■'31 ---i de se reproduire divisés 
par), quand on remplace w,, w, par X(0|,).(D3 (XVIII,). 

169. Comme l'on a 5^)^293= i; on voit immédiatement que les 
quatre quantités Sj (o), ^^(o), 33(0), Sî^ (o) sont liées par la rela- 



(XXXVI,) a;(o) = 7r&,(o)&3(o)S,(û). 

En élevant au carré les trois dernières égalités (XXXVIj) et 
en les combinant comme l'on a fait quand on a obtenu la relation 

iGqq\ = (ji — ql, 

on obtient la relation équivalenle 

(XXSVI5) S»(o) = 3i(o)h-3J(o). 

Si l'on tient compte de la relation e,-i- e^-i- e^^ o, on déduit 
aussi des trois dernières formules (XXXVI^), en les résolvant par 
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rapport a e,, e^, 63, 



(XXXVI,) .,,= j(i)'[ a'(»)-Si(»)]. 



En se rappelant (q" 99) c[iie l'on a 
et en tenant compte de la relation (XXXVIo), il vient aussi 

170. Si l'on pose avec JaeoLi 

(XXXVII,) i/F = |iS = I.ZLÎ,l±15f=l^ ■ ■ ■ , 

on voit qtic l'égalité SrJ(o) = 3^(o) + SJ (o) prend la forme 
(XXXVII3) /c5^/;'ï = i. 

On déclnit anssi des formules (XXXVl.) les relations 

(xxxviii) i ^/i = t ir.— , 



'VU 

qui entraînent également la formule (SSXVlIj). Enfin, en tenant 
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compte des formules (XXXVL), on a 



gl L('-t-?)( 



(i-g)(i-g^)(.- 



H ?')(!- 



et celte forme donnce à \Jk eL \/k' invite à considérer ^/ff, ^k' en 
tant que fonctions univoqiies de t. 

171. Dans un Mémoire célèbre ('), M. Ilermite a désigne ces 
fonctions par »(■;) et <}(") en posant 

(XXXVIII,) ?(■:) = ^^q^^-, 

où ^2 est la racine carrée positive de 2, et 

(xxxviiiî) '!'it)= ~- 

Les égalités 
(XXXVIII,} <pK^) = l^j^ = l/^', 

(xxxviifo ^^{'.) = IjI^ = /^ 

sont manifestes. 

En même temps que ces fonctions, M. Ilermite a introduit (-) 
la fonction univofjuc de t 

(XXXV1113) ■ii-) = V'>-'/' — > 

où \/2 est la racine sixième réelle et positive de 2. 

Les fonctions o{~), '!'("), x('^) ***'^*' ^'^^^ P^'^' ^^^ relations 
(XXXVIIIc) an-)-*- *'(■:) = t, 

(XXSVIIIO ç(t)^(T) = /_HT), 



qui équivalent à nos formules (XXVnij_„). 



(') Comptes rendus, t. XLVI, p. joS. 
(') Jbid., p. 7i5. 
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Nous joindrons à ces fondions celle que M. Dedekind a dési- 
gnée (' ) par v, (t) et que nous représsulerons par h(T) à cause de 
l'usage que nous avons déjà fait de la lettre /j. Cette fonction est 
définie par la formule 

(XXXVIIIb) h{-z) = y'^g,. 

On voit immédiatement que les fonctions y, i}, y, h sont 
réelles et positives pour une valeur purement imaginaire de ■7. 

Signalons encore les fonctions /(t), /, (■:),/2('r) intro(]nites{^) 
par M. Weber 

i /,,, = ,-*„ ^^. 



/,(,) = /;?"„ 






Ces fondions et la fonction (((t) sont liées anx quantités 
Sm+i{o[^) et â'^(o'|T) pat les relations évidentes et très sjmé- 

j3',(o],)_a.V,-(0, 

<^^™"'*' 3.(ol,) = K,)/.(.), 

( 2.(olx) = l,(,)/î(,). 

Les diverses fonctions de ■; que nous avons définies dans ce pa- 



(') Journal de Crelle, t. 83. 

(') Elliptische Functionen, p. 63. M. Deâelcind a employé les mêmes i 
lions/,/,,/, pour désigner les foncLions suivantes (Journal de Crelle, t 





'■l">"(3)"(^) 






/,(') = 
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ragraphe jouent un rôle impot-tant dans les applicallons des fonc- 
tions elliptiques à l'Algèbre et à la théorie des nombres. Ah point 
de vue analytique, il importe de remarquer qu'elles n'ont été 
définies que pour des valeurs de t rejn-csentées par des points 
situés au-dessus de l'axe des quantités réelles. 

172. Reportons-nous aux formules (XXXIII) qui permettent 
de passer des fonctions riu,da.u aux fonctions ^i(c), ^o+i(i'). 
On obtient des identités importantes quand on développe les 

deux membres suivant les puissances de t» = et que l'on égale 

dans les deux membres les coefficients d'une même puissance 
de i>. Les développements des premiers membres, où figurent les 
fonctions du, ^a« résultent immédiatement des formules (IX, ) et 



(XI,) 


;quai 


11 aux seconds meuib 


ires, 


n n'ai 


ira qu'à y rei»]) 


lacer 


gîniw, 


■•pat 


son développement e 


n série 


:eia 


,(,),3„(»)re 


spec- 


tivement par 














^a',(o)+7^ 


jXi')-*---- 










Sa-H(o)H-^Srà^,(o)^ 


^ 1.2.3 


rj^" 


-l(0)+.,.- 




Otoi, 


isson, 


!, pat ciemple, parmi 


les for 


mules 


(XXXIII), cell, 


=s-ci ; 




^ 


"~"°"a;(o)' ' ' ' 


ï.» 




M (a) 





En écrivant, d'une part, que, dans le développemeat de du, le 
terme en «^ manque, de l'autre, que, dans le développement de 

da.u, les coefficients de m^ et de h' sont — ~' f| if' et que, 

par conséquent, les coefficients de v- et de c* sont — acaïuj et 



\3 






1(1) >,.™ 


[ &';'(a) 


) ! (") î'i.» 
j 




1 (S) -Jii» 




!eonde de ces 


égalités équivaut à trois égalités; si on lei 
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suppose écrites, qu'on les ajoute membre à membre et qu 
tienne compte de la relalion e, + 62+ 6^= o, on aura 

et, par conséqnent, à cause de la première des égalités prt 
dcntcs, on a aussi la relation très symétrique 

(XXXIX. ) ^^^ _ g__^ + g_^ 4- 5^j . 

En éliminant r,, entre la seconde et la troisième des éga 
précédentes, on obtient la relation 

d'ailleurs les relations 



montrent de 3>iile que l'on a 

et, en séparant les divers cas possibles, on trouve immédiatement, 
au moyen des formules (XXXVI,), les suivantes 

Ss(o) 3|(o) 

173. Signalons encore les rcsullats suivants, dont nous ferons 
isage par la suite. 
Si, dans les formules 






T. et M. - II. 
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on considère, dans les seconds membres, les termes pour lesquels 
n est pair, on voit que leur ensemble n'est autre chose que 
33{2c| 4t)'. les termes où n est impair sont, d'aillcui-s, égaux et 
de signes contraires; on a donc 

(XL,) ^3,(..14t)-S3(.|^) + &,(<'1^)- 

On aura de même 

XL,) 23î(a<.|4^}=Sa(<'|^)-â*(M^). 

Quand on fait, dans ces formules, i^^^o, on obtient par divi- 
sion, en posant 

et en tenant compte des formules (XXXVll,^^), les relations 



Comme, en vertu de la reîaùon (XXXTlIo), on a 



a,(,|i) ' *.(a|-,<«.) 

on doit avoir aussi, en remplaçant ojj par 4^3, " par4', et, par 
suite, \//î par 6, 

3,(,li,) °ï,(.i|.«i,ii».)' 
ou encore, en ciiangeant u en 2(( et (-■ en ai', 

a.(»(.U') _ , Ji(j»i»,./i...) 

D'ailleurs les formules (XL,) donnent par division, en tenant 
compte de (XXXlIIn^iï), 

3.(j»l4ti a.(»|T)-3,(»iT) _ yi;^7,(f,»-i/«'T^i;j.» , 
3.(«I4t) s,(.1t)+3>(.1t) i/iT=T.s,„-tt'i7rri;«,„' 
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3û 


c finalement la relalion 








rf,(2Klw,,4<u3) t/e,-e,<f^(u]o>„b> 


.O-t^e" 


,-e,tf,(, 


■M"i.<"^) 


tfï(îMlo>i,4<"a) {/e,— e3!5'î(ul(u„<u 


0-t/e- 


1— e2C!'3(i 


^W„tu,) 



dont on apercevra l'ulililé plus lard. 

174-. Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques 
relatives au cas où l'on a, q étant réel, 

Quand les quantités w, , -4 interviendront, nous les supposerons 
réelles et positives ('); enfin nous ne considérerons que des valeurs 
réelles de c. Les fonctions Sr sont alors des fonctions réelles d'une 
variable réelle. 

Observons d'abord que les quantités g^) ^n Çai Ç-i sont réelles 
et positives (XXVIII^); on voit, en outre, que l'on a 

50<'<îl, ÎJ<1<Î2. 

11 en résulte, à cause des équations (XXXVI2), que les quantités 
Sj(o), ^^(w), ^3(0), 2r^{o) sont réelles et positives : cette pro- 
priété apparaîtrait aussi bien, pour les trois dernières, snr les dé- 
veloppements en série (XXXVI,); on a, en onlre, 

Les racines Ci-, Cn, 63 sont réelles; la première est positive, la der- 
nière est négative ; on a 



les quantités \/e,~e-j, \/e, — e^ sont réelles et positives, la quan- 
tité \/ei — Cj est négative ; tout cela a été démontré au n° 121 et 
résulte à nouveau des formules (XXXVl)) et (XXXVIs). 

La quantité r^ est réelle : elle peut être positive ou négative, 
ainsi qu'il résulte de la fomiiile (XXX4) qui montre clairement 



{') Le lecteur traitera sans peine le cas où (J,i et (u, sont des quantités réelles 
et négatives, cas auquel q est réel et vérifie aussi l'inégalité o <q <i. On passe 
d'ailleurs de ce cas au cas considéré par la substitution Q,= m,, £!, = — o,. 
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que l'équation en rj, 

admet une racine réelle et «ne seule comprise enLre zéro et un. 
Les formiiles(XXX|_j)inontrent qiiedes trois quantités e, + — , 
ej-l- — ) ^3 + — . les deux premières sont positives et la troisième 
négative; d'après cela, et en vertu des équations (XXXIX9), il en 
est de même des trois quantités — 2r^(o), — 3;{o), — S; (o) ; la 
quantité B^(o) est (XXXIX,) de signe contraire à -/i,. 

175. Considérons maintenant les fonctions Si (c), Sik_|,i(c). 

Le signe de ces fonctions pour les valeurs réelles de v apparaît 
de bien des façons : le plus simple est de recourir aux décomposi- 
tions en produits infinis (XXXIIji^s) qui montrent que 2!i(i') el 
Sri(c) ont respectivement les signes de sin^'i: el cosi'tc, et que les 
fondions 33(c), 2!.i(c), qui ne s'annulent pour aucune valeur 
réelle de f, sont toujours positives. 

Les formules (XXXIVi.j) montrent qu'il suffit d'étudier la va- 
riation (') des fonctions 2f|(f), Sa(c), 33(1'), S,(i.'), en faisant 
varier c de o à 1. 

En prenant les dérivées par rapport à c, on tire immédiatement 
de l'équation (XXXIII,) 

Quand v augmente de o à -t « ^^ au, ç' augmente de o à to, et pu 
diminue de + a> à ei : le second membre diminue donc de — oc à 
— 4"^! (^1 + "^' ); 01' cette dernière quantité est négative; par 
conséquent, la fonction s4— , va toujours en diminuant : pour c un 
peu plus grand que o elle est positive et très grande, comme toute 
dérivée logarithmique d'une fonction réelle qui vient de passer 
par zéro, et ainsi qu'il résulte, d'ailleurs, de ce que ^X**) ^^^ 
un nombre positif el de ce que la fonction Sïi (f) est positive dans 



(') HaLPiiEN, t. 1, p. 585. 
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l'intervalle {o,i). D'ailleurs (XXXV^), pour v= -, la foncLioti 
&',((■) esl nulle. 

Ainsi, quand c augmente de oà_-) la fonction ^'-—Mécroît de -h a> 
ào et, puisque la fonction S'i{<') reste constamment positive, ii en 
est de même de la fonction Sj(i'); par suite, enfin, &i(i') aug- 
mente. Quand V augmente ensuite de - à i, S, (*)) diminue en 
reprenant symétriquement les mêmes valeurs, à caiise de l'égalité 

La façon dont varie Si (f) pour des valeurs réelles de c est donc 
tout à fait analogue à la façon dont varie la fonction sini'Ti. 
A, cause de l'égalité 

on voit ensuite qiieSi(i') varie comme cosi-t:. 

Maintenant les égalités (XXXIlla) donnent encore, en prenant 
les dérivées par rapport à r, 






el, en particulier, 






,[,„.. 



».[,.,.... 



Quand u augmente de o à ui,, p(m -H wj) augmente de e^ à é^; 
la quantité entre crochels, dans le second membre, augmente 
donc de 63 H — 'î à eî+ — ■ La première de ces quantités est néga- 
tive, la seconde positive. Lors donc que c augmente de o à - » le 
premier membre, d'abord positif, s'annule pour une certaine va- 
leur c = C|,, puis devient négatif. La fonction -^ augmente 



quand l'augmente de o à i^o, diminue quand i' augmente de fo à -; 
elle est nulle pour c = o, elle sera donc positive pour c = fo ; enfin 
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on voitdonc que la fonclion 2r^(i') reste constamment positive et 
que la fonction 3j(c) augmente constamment depuis 3^(o)^ îo^s 
jusqu'à 3i ( - J =2ts(o) ^ îoîsî 'orsque v augmente ensuite de 
-à I, âi(c) diminue en reprenant symétriquement les mêmes 
valeurs à cause de l'cgalito 

Ainsi, pour ce qui est du sens de ia variation, la fonction S.i(t^) 
se comporte comme ferait la fonction 1 — 2 g cos ■j.tzv , si g était 
plus petit que -; de même, la fonction Sr3(c) se comporte comme 
ferait la fonction i-{- -xq cosi-nv, siçétaitplus petit que-- 

IV. — Transformation linéaire des fonctions S. 

176. Nous avons supposé jiisc[u'ici que les quatre fonctions 3 
étaient formées avec le même couple primitif ;iW| , 2(03, ou plutôt 
avec le même rapport t = — • Supposons maintenant que l'on 
remplace le couple (aoj,, 2(1)3) par le couple proprement équiva- 
lent (aSi|, aQn) tel que l'on ait 

oùa,b,c^ c?sont des entiers qui vérifient la condition ad — 6c = 1 . 
Cela reviendra à remplacer 



par 
^,.,■^0 par 
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et enfin Ço, q\, q^^ q^ parles quanlilés Qo, Qi, Qa, Qg formées 
au moyen de q comme Ço, g',, ç^, q^ aa moyen de y. On obtien- 
dra ainsi quatre nouvelles fonctions que nous désignerons par 

3,(v[T), 3,(y|T), âs(y[T), %(y\T). 

Si l'on applique les foï'mules (XXXIII, _,,) aux fonctions 
rf(«JQ,, iij), rf,(«|a|, us), ^^{((lû,, Û3), ■is(((lû|, iig) qui ne 
sont autres que les fonctions du, diu, a'nf(, rfv« formées avec les 
demi-périodes w,, (O3 et affectées d'indices )., [a, v dont la valeur 
est fixée par le Tableau (XXj), on trouve de suite 

Ci) Q„o|tf|,«=eî«.c.v*S,(v[T), 

et ces formules, si l'on connaissait "k, [i, v, fourniraient, par la 
comparaison avec les formules mêmes d'où on les a tirées, des 
relations entre les fondions &((•[■:), Sî(vIt), Les formules 
(XXXUIo^iî), appliquées de la même façon, permettent de faire 
un pas de plus. 

177. Mais il convient tout d'abord de faire, sur ia significa- 
tion des radicaux, quelques remarques analogues à celles du 
nM29. 

Les quantités ^/e^ — Ea, \/e( — e,, yÇ^— ^i doivent être de- 
finies parles formules 




où, dès que l'on a fixé la signification de t/ — -' il ne reste rien 
d'arbitraire. Or, si l'on remplace ei, Eî, ej par ey, e^, e^, rien 
n'autorise à penser que les racines quatrièmes que l'on vient de 
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définir soient les mêmes que celles cjnl sont définies par les for- 
mules {XXXT3); ainsi, si l'on a E2=:eî, £3=^3, on ne peut 
nullement affirmer que ^/e^ — E3 soit égale à s/e^ — e^, mais seu- 
lement que ^/es — E3 est égale à ^/e, — e, multipliée par une 
racine quatrième de l'unité. En général, les quantités (e^ — Es)^, 
(e, — lîs)^, (e( — Ëa)^ sont identiques aux quantités (cj — ej)^, 
(ci — 63)^, (fil' — «a)^ rangées dans un certain ordre, en sorte que 
l'on peut affirmer que les quantités^Ea — E3, ^«i — £3 , ^/e, — eo 
sont respectivement identiques aux quantités \/e-i — €3, ije^ — e», 
y'e, — 62 rangées dans un certain ordre et multipliées chacune par 
une racine huitième de l'unité convenablement choisie. 

De même, en conservant à Ç le même sens qu'au n" 101, il est 
clair que l'on a 

(E, - e,)hri - E3)= (lîi - eO' = c -^^ - «OH^i ~ «.)n«. - <^o^ = (j. 

et la formule (XXXI^) montre que l'on doit avoir 

Ë étant une racine huitième de l'unité convenablement clioisie. 

178. Quoi qu'il en soit, il est manifeste que, en adoptant ces 
notations, les formules (XXXIÏIg^, 2) nous donnent les suivantes 

;; Î/ET^Y, \J^ am = <V-"av^ s,(v | t), 

1 (g) yi;^^, ^:^?î ^^u= e'M.V'S,(v |t), 

Reprenons maintenant les formules (XXXIIIs^ia) eiles-niêmes 
et observons que les trois dernières eolraîoenl la suivanle 

oÙE, est égal à quelque racine liuitièmc de i'unilé qui peut d'ail- 
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leurs dépendre de a, p, y. Appliquons cette formule en prenant 
pour les nombres a, p, y successivement les nombres 7>, [ji, v; u., 
V, i ; V, X, [A et observons que \/e2 — Ea , \/ei — E3 1 v''ë7-- e^ ne 
peuvent dîÉférer respectivement de \/e^ — e^, \/ëv-— ëj, yei^e^i 
que par des facteurs égaux à quelque racine huitième de l'unité; 
comparons les formules ainsi obtenues aux formules{XLIa_in), 6t 
la formule (XLI, ) à la formule (XXXIlIo); observons enfin que !a 
différence avi, <i)( c* — an, a, v^ se réduit manifestement, en vertu 
de la relation viiUj — ^13(0, = ^j à l'expression bvYr.i et nous 
parviendrons au théorème suivant : 

Quels que soient les entiers ci, Z>, c, d vérifiant la condition 
ad— bc= I, on aura, en. désignant par s, e', s", t'" des racines 
huitièmes de l'unité dont les valeurs dépendent de «, à, c, d^ 
les formules que voici 

/ (i) . v'^T6^e^"v^'2r,(i.h) =&i(v|T), 

(3) ïV" + *^«*''™'V'(''l^) = ^'(^|T)> 
( (4) ."V^^~^r6^e''""''^v+i(<'|-)=Si(vlT), 

OÙ les nombres X, |x, v sont donnés en fonction de a, b, c, d 
par le Tableau (XXa). 

179. II reste à déterminer, dans chaque cas particulier, les ra- 
cines huitièmes de l'unité s, s', e", c'". Nous observerons tout 
d'abord que ce n'est pas d'une racine huitième de l'unité qu'il 
s'agit vraiment, mais seulement du signe d'une racine carrée. 

En effet, pour chacun des six cas du n" 128, nous avons déter- 
miné, sans ambiguïté, dans le Tableau (XX,), les valeurs des ra- 
dicaux \/e2—^i <ijs.{ — Es, ^E) — Es, Dès lors les racines qua- 
trièmes ^/ej — Ej , ^Ë| — E3 , |/b, — Eo ne peuvent avoir que deux 
valeurs égales et de signes contraires, et c'est entre ces deux va- 
leurs qu'il s'agit de choisir. Nous allons d'ailleurs montrer que 
quand le choix a été fait pour l'un des radicaux, il s'impose pour 
les autres : en d'autres termes, on peut exprimer, sans ambiguïté, 
trois des quatre racines e, s', s", î'" à l'aide de la quatrième. 
Remplaçons, .par exemple, dans l'égalité (XLII)), i 
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vement par vH — , v + -t, vH ] — Tet, pat- conséquent, 

i'pari'+i(a-h6T:), v -\-'-(c -h d-z), c + ^(« + c) + ^(^ + c/)t. 
Eq faisant usage des formules (XXXIV), en réduisant et en 
comparant les résultats obtenus aux trois égalités (XLIIa.^), on 
obtient aisément, dans les sis cas du Tableau (XX^), pour les 
rapports ^i -) —1 les égalités 



où m', in', m'" sont trois nombres entiers dont la valeur est donni 
par le Tableau suivant ; 



— , -I -1 ^.-1 ;. b 

— [ b-hd -i b-+-d -~! - 

d —i d _.'_,- 



(l s'agit donc finalement de déterminer seulement s, dont la 
valeur, comme nous l'avons fait observer plus haut, ne dépend 
que du signe d'une racine carrée. La détermination de ce signe en 
fonction explicite des nombres a, b, c, d est un des problèmes 
difficiles de la théorie qui nous occupe : il a été résolu pour la 
première fois par M. Hermite ('). Avant de donner la solution de 
ce problème, nous commencerons par indiqiier un moyen qui per- 



( ' ) Sur quelques formules relali«es à la transfo 
tiques {Journal de Lioueille, a' série, t. III, p. 36; 
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mettra de déterminer effectivement la valeur de s, loiilcs les lois 
que les nombres a, 6, c, d sont donnés. 

180. Nous effectuerons d'abord cette détermination pour les 
denx substitutions propres 



qui, par répétition et combinaison, engendrent toutes les £ 
Pour la première de ces deux substitutions, on a 



00= <Ï0, Ql= tju <(î= 1/3, 03= îs 

et l'on est manifestement dans le cas a" du Tableaii (XXc), 

Il serait donc aisé, dans ce cas particulier, d'arriver au résultat 
en se servant des formules de transformation pour les fonctions rf 
et des formules de passage des fonctions rf aux fonctions St : en 
effet, les résultats précédents et les formules (XLIj, XXXI3) four- 
nissent sans peine les relations 



\/^^ 



qui permettent d'achever les calculs. 

Mais il est encore plus simple de recourir aux formules 
(XXXII|_,) qui définissent les fonctious 2l. On voit immédiate- 
ment, sur ces formules, que, par le changement de ^ en — g, les 
fonctions S,(c) et 2r.,((') s'échangent, tandis que les fonctions 
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q *Si(c) Cl 9 ''7s^{ç') restent invariables, cl l'on parvienl a 

( (0 Si(!.|^ + ,) = v'73,(p|t), 

(3) I3^{v\-.^i)^%{ç\-.), 
[ (4) %{^\^ + i)=%(y\z). 



(XLIII) 



On voit que, dans le cas considci 
prenne \/c( + i-: =: \/i :=i, on a 



upposaiît c[iifi Co 



lulut est d'ailleurs confor 



LiTaWeau(XL[I„). 



181. Pour la seconde des denx substitutions considérées 
m a « ^ o, fo = T c^ — ^ d ^(1. 



'<• \/l 



et l'on est manifestement dans le cas 5" du Tableau (XX^), 
oti'k^^'i, a=:-j, v^i. Les formules (XL1I|_,) donnent donc 



(xm.), 



el l'on a, d'après le Table 



Portons notre attention sur la troisième des formules précé- 
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deiiLcs où figurenl des S de même indice et que Von pciU écrire 



...!Z!^: 



Le second membre de cette égalité apparait comme uoe fooc- 
tion univoque de t^ et de t; c ne figure pas dans le premier 
membre. On pourrait craindre que la détermination du premier 
membre ne dépendit de la valeur de v, en sorte que le second 
membre fût toujours égal à l'une des déterminations du premier, 
mais tantôt à l'une, tantôt à l'autre, suivant les valeurs de i'. On 
peut bien prévoir qu'il n'en est pas ainsi, puisque, t étant donné 
et \/i étant choisi arbitrairement, e" doit être entièrement déter- 
miné; mais il est bien aisé de le reconnaître autrement. On véri- 
fie de suite, en e£fet, que les zéros de Sij ( - ^ - 1 coïncident avec 
les zéros de 3a(c ] t), et, comme ces zéros sont tous simples, il est 
clair, d'après sa forme, qiie le secondmembre ne peut être qu'nne 
fonction continue de i'; il ne peut donc passer d'une valeur con- 
stante à une autre valeur constante; il ne peut être égal qu'à une 
seule et même constante, et l'on a, en particulier, 

"^']/^ Ssioh) ' 

ce qui tÏNC bien le sens de s" quand t est donné el que la détermi- 
nation de \/t est ûxée. 

Le premier membre ne peut prendre qu'un nombre fini de va- 
leurs déterminées; le second membre apparaît comme une fonc- 
tion de X sur laquelle nous allons pouvoir répéter à peu près le 
raisonnement précédent. Fixons tout d'abord le sens de \/t:. La 
partie imaginaire de t est positive; on peut donc poser 



supposant que les nombres réels p et 9 vérifient les conditions 
o<p, c.<0<7:. 
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Nous adopterons pour ^t la délerminatiou 

en supposant \jp posilif ; le point \/t est alors situe dans l'angle 
formé par l'axe des quantités réelles positives et l'axe des quan- 
tités purement imaginaires à coefficient positif; il se déplace d'une 
façon continue dans cet angle quand le point t se déplace d'une 
façon continue au-dessus de l'axe des quantités réelles. Cette dé- 
termination de \/t étant adoptée, ta quantité 

est une lonction utiivoqiie et continue de ■:; c'est donc une seule 
et même constante. 

Si nous prenons, par exemple, t ^ (', p =: i , 9 := - 1 nous au- 
rons 

Finalement les formules de transformation sont ici 

(6) &,(.^|_1)= !^^^S,(.|T), 
' V-l ^J yji 

On observera que, dans ces formules, la partie réelle de ^ est 
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positive. On a, en effet, 



et cosj y 1 est un nombre positif, puisque Q esl compris entre 



182. Ces formules se rapproeheiit naturellement des formules 
(XXXlïo_,2). En changeant, par esemple dans la première de ces 
formules, t en et c en - 1 il vient 



^'C^-^H^-l'-y 



^(-h-)'. 



d'où, en comparant à ia formule (XLllI^), 

En changeant, sous le signe ^. n en — n, on obtient donc la pre- 
mière des formules du Tableau suivant, dont les autres se dédui- 
sent de la même façon ; 



— esl l'inverse de -4 et doit donc avoir sa partie réelle positive. 
183. Pour c = 0, les formules (XLlIIi^s) nous donnent les re- 



(XLIV) 
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/ (9) 3;(oi,H-o.v'''3'i(»|ï)> 
(lo) s,(oi^ + .)=i/.'a,(oii), 
(,,) s.(o|,+o=a.(oh), 

1 (,ï) a.(o|,^,) = 3.(o|,); 

j (13) s;(oi-j) = -v/î;/;a;(o|'), 
\ -y i/i 



(,5) S. .1- 



ISi. A ces relaûons se joignent imracdiaLcmciiL celles qui con- 
cernent les traiisfor m allons linéaires correspondantes des fonc- 
lionsh(,), ^(t), 4{t), y.(t). 

Lorsqu'on remplace t par t -t- i , q est remplacé par — q^ q^ et 
qi restent inaltérés, tandis que ^2 et (/a s'échangent; ou a donc, 
sur la délînition même des fonctions H{t), '^(t), '^(t), ■/{■:), 

(0 )i(x-n)=y;ii(x), 



ISS. Lorsqu'on remplace T par — -, on déduit facilement la 
relation qui concerne 1i(t) de la relation (XLIII,^) en faisant 
rsage de l'égalité &', (o)= 2Trh"(T). On a ainsi 



ii(-:;) = c/;i.(x), 
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= i, 


on a 


c = 


l/î 


;iH 


icnt donc fina- 


-(- 


;)• 




h(,). 








?M 


el ' 


H'). 


on. 


d'à 


bord 


(XXXVIII,_, 
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OÙ C esl une racine de l'unité. On a déjà fait observer (n" 181) 
qae \ji est une fonction univoque de t; en répétant les raisonne- 
ments de ce numéro, on voit immédiatement que C ne dépend 
pas de T', d'ailleurs, poui 
lement 
(XLV,) 

Quant aux fonctions 



où le signe ne dépend pas de ■:. Mais si l'on suppose - purement 
imaginaire, les fonctions w et i sont réelles et positives ; on a donc 
dans tous les cas 

(XLVO ?(-^)=vC=). 

et, ce qui est la même chose, 

{XLVO ^(-^)=..(T), 

Enfin la relation o(-)i(T) ^ '/'(i^) montre que l'on a 

x-(-0 = x'W, 

d'où 

en désignant par C une racine cubique de l'unité qui est la 
même, quel que soit t. En observant que pour une valeur pure- 
ment imaginaire de t la fonction y_(T) a une valeur réelle et posi- 
tive, comme il résulte de sa définition, on volt que C esl égal à i; 
on a donc 



(XLVO 7,(--^)=Z(0- 
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186. Les formules qui précèdent nous permettent, par répéti- 
tion et combinaison (n" l-iQ), d'obtenir, cbaquc fois que a, b, c, d 
ont des valeurs numériques données, les formules de transforma- 
tion linéaire pour toutes les fonctions considérées. Le problème 
de la transformation linéaire des fonctions Set des fonctions fi"^), 
({/(t), x('^)' ^('^)i ps"t donc être considéré comme résolu. 

Parmi les substitutions linéaires dont on fait souvent usage, 
nous citerons les suivantes, où m et « sont des entiers quel- 
conques, 



(XLV.) 



(XLV„) 



j.(x + »n) =.'»(T), 

I(.-n») =ihM, 

elles résultent immédiatement, par combinaison et répétition, des 
formules précédentes, 

187. Le Tableau (XX,) permet d'écrire immédiatement, dans 
les six cas possibles, les valeurs de f''[T)^k{i) et de 
i|;*(t) = â:'(t) en fonction de <f^{-s) = k{-:) et de «['■'(-) = f^'i'^)- 
Il suffit pour cela de tenir compte des relations 



Mais les résultats précédents permettent d'obtenir davantage; 
on peut, en effet, en déduire f *(t) et '}'^{t) en fonction de œ^ [■:) 
et de '}j^{~) dans les sis cas considérés. En faisant usage des for- 
mules (XLII) et eu posant 
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3.(°|T) 
"3,(o|T)- 



/r, 



■' a>-«(o|x) 
a,(o I T) .- a.„(o|t) 






d'où résultent immédiatement, en tenant compte du Ta- 
bleau (XLIIn), les formules annoneces dans les six eas du Ta- 
bleau (XXc) : 





1", 




H", 


^-. 


.. 


fi". 


/;- 


!î/i 


•fi 4k 


'^11 


'*7f 


r?i^F 




1/?= 


r"i fk- 


It' 


' l/î 


-T *^ 


iÏA- 


rï/i 



Su, 



;e Tableau, on observe immédiatement qiie les quantités 
= ^^(t), i['*(t) := /f'^(T) ne sont susceptibles qne de six 



Ces six valeurs sont précisément celles que prend un rapporl 
anbarmonique quand on y permute de toutes les façons possibles 
les quatre éléments. 

188. Les formules (XLV) nous permettent d'établir quelques 
relations importantes qui nous seront utiles plus tard; ces rela- 
tions conceriientles invariants de toutes les substitutions linéaires, 
et c'est sur ce point que nous allons maintenant fixer notre atten- 
tion ('). 



( ' ) Voir lÎAUSEsnBHGEn, Théorie der perîodischeii Funetioneii, p. 367. 
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Les formules (XLIII) incitent en évidence ce fuit que chaqiie 
fonction symétrique entière de degré «, des quantités 

&|(oh), ^1io\.), SUo|.), 
ne change pas lorsqu'on remplace t par -ï + i et se multiplie 
par t'«, lorsqu'on remplace - par — ;■ 

Le quotient de deux fonctions symétriques entièresj de même 
degré, des quantités 

3-1(o|t), S|(o1t), &5(oh) 

ne change donc pas lorsqu'on remplace t; soit par t + t , soit 
par — ^ -; il ne change donc pas lorsqu'on effectue sur tt une trans- 
formation linéaire quelconque. 

Parmi ces quotients, les phis simples sont ceux que l'on peut 
former à l'aide des trois fonctions symétriques élémentaires 

S»(oiT) + S»(o|T) + 3|(ol.), 

&|(ol^)â|(oi.) + ^UolT)SUM^)-^2r!(''l^)Sri(o|T), 

3'?(olT)3S(olT)at(o|T). 

Considérons en particulier le quotient 

[5j(o|t) + 5|(o|t) + &|(o|t)P . 

il s'exprime simplement en fonction de /f^. En tenant compte de 
la définition (XXXVII, _i) de v/^, v^ et de la relation k^-\-k'^=i, 
on trouve immédialemenl pour sa valeur 

S(i — As+A^)3 _ {'i-^-k'--h/c">y 

On désigne habituellement par J('7) et l'on nomme invariant 
absolu des fonctions doublement périodiques la fonction de t, 



nous venons de voir qu'elle ne varie pas lorsque l'on effectue 
sur -: une substitution linéaire quelconque {ad — 6c ^i), et que 
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l'on a 

S3(o1t)S|(o|t)SUo|t) ^ '■ 

De plus, comme la relation (XXXVIc) 

SU''h)-SrUo|T) + &i(o|-.) 
cnlraîne la snivanle 

&i(0lT)â|(0|v) + &|(olT}&U0h)+SUol^)»i(''l^) 

= l[^§('•h) + 2^§(olT)^-S|(o|•:)]^ 

on voit, en appliquant le théorème fondamental sur les fonctions 
symétriques, que tout quotient de deux fonctions symétriques 
quelconques, de même deg;ré, des trois quantités 

:ï|(o|t), 3!(o].), ^lio].), 

est une fonction rationnelle de J(':). 

189. Il est facile d'exprimer J(t) en fonction des invariants g^ 
et ^3- Comme on a 

il vicnl immcdiatement, en tenant compte des relations 



la formule 

(XXXVIIei;,) J(-:)= 7^-,^^^^^— jr ■ 

Dans les notations de M. Weierstrass, on oovi 
quotient 

iL 
■il si 
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invarlanl absolu. Entre J(-) et cet 
;nt les relations très simples 



H-} = - 



_ ^7#. 
'g' Si 
27^1 

'^''' i(x)-î; 



V. — Généralités sur les transformations linéaires- 
Transformation linéaire des fonctions <f{T), il'('^)^ ï.i'^)- 

190. Pour établir les formules de transformation linéaire géné- 
rale pour les trois fonctions ^(t), '\i{'^), xi'^) ^^ ^- Hermile, ce 
qui, d'après le Tableau du n"187, revient à la détermination d'nu 
signe + 011 — qui peut dépendre des quatre entiers a, b, c, d, il 
nous faut d'abord commencer par étudier de plus près ce mode de 
transformation. 

Nous désignerons sous le nom de transformation linéaire l'o- 
pération qui consiste à remplacer t par j-, a, b, C, d étant 

quatre entiers qui vérifient la relation ad — bc = i ; elle se repré- 
sentera par le symbole ( ■- - . j ■ 

Si i î- ]i ( -; — rr ] sont deux symboles de transformation 

linéaire, le symbole 



représentera l'opéra 



a qui consiste à remplacer t pai 






cette opération est manifestement ooe transformation linéaire. 
Elle sera dite composée avec les transformations 
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De même, si [ -^ — ri-l esl un troisième svmbole de Lransfoi'- 
malion linéaire, le symbole 

j c + dx c'-v- d'x c"+ d"x \ 

représentera l'opcralion qui consiste à remplacer t par 



ï'+&fi'+ («(^'-i-èii')- 



et l'on ^Foit sans peine que celte opération est encore une trans- 
formation linéaire. Elle sera dite composée avec les transforma- 

/c + rfT\ /c'+d'x\ /c°^-Èft^ 

L'opération qui consiste à remplacer -z par est iden- 

tique à l'opération qui consiste à remplacer respectivement w, , w^ 
par «Uj H- èdJs, cdi, -f- dui^ : c'est l'opération que nous avons dé- 
signée au n° 146 sous le nom de substitulion, et que nous avons 
représentée par le symbole f ,1; en sorte que, si l'on con- 
serve les notations des n" 146-147, on voit que l'opération 

/ c-^dx c'-i-_£t c"+d'x \ 
\a^b-.' a'-^ù'x' a"-\-b"x} 

revient à ia substitution (') 

(<; d)[c' d-)\c" d"}' 

Il est clair que dans un symbole de transformation 

/ c-hdx c'-^d'x c'-^a'x \ 

\a-^hx' a'-^b-x' a'+b"-.' '")' 

on peut grouper ensemble deux ou plusieurs termes consécutifs, 
de même que dans un produit symbolique de substitutions on 
peut remplacer plusieurs facteurs symboliques par leur produit 
effectué . 

(') Voir, en particulier, lii note finale du b° U6, t. I, p. 2^1. 
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L'opéraûon qui consiste à remplacer -: par i est la 
lion identique. 

La transformation (■■ ,_ ,, - ' ] est la iransformalio 
( ■ ■ -\ ~ ) ; le symbole de transformation 



(J 



représente aussi la transformation identique. 

191 . Le tliéorème établi aux n°^ 148-lëO peut maintenant s'énon- 
cer de la façon suivante : Toute transformation linéaire peut 
s'obtenir par la composition de transformations de la forme 

(t±i), ( V D'ailleurs, la répétition de n transformations de la 

forme (t ± i ) équivaut à une transformation de la forme (^ dz « ) ; 
la composition de deux transformations de cette dernière forme 
reproduit une transformation de même forme; enfin, la composi- 
tion de deux transformations ( — -1 reproduit la transformation 
identique, qui n'a pas d'influence. Rien n'cmpêclie donc d'énon- 
cer ce théorème de la façon suivante : 

Toute transformation linéaire peut être représentée par un. 
symbole de la forme 



H(, n-i, Hj, ... étant des nombres entiers positifs ou négatifs. 

Le premier et le dernier des éléments de ce symbole peuvent 
d'ailleurs être de l'une ou de l'autre des deux formes -z -\- n, — -■ 

Par exemple, la transformation ( -^ y \ peut se représenter pai 

le symbole 
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192. Nous dirons qu'un ensemble de transformations linéaires, 
en nombre fini, constitue un groupe si la transformation iden- 
tique fait partie de cet ensemble et si toute transformation obte- 
nue en composant deux transformations de l'ensemble appartient 
aussi à cet ensemble. D'après cela, l'ensemble de toutes les trans- 
formations linéaires constitue un groupe. L'ensemble de toiiles 
les transformations linéaires obtenues par répétition et combinai- 
son des deus transformations (t + 2), ( 1 constitue aussi un 

groupe. Si dans un groupe de transformations linéaires on peut 
en isoler un nombre fini ou infini qui, prises dans leur ensemble, 
consliluenl un groupe, ce groupe partiel sera dit un sous-groupe, 
contenu dans le groiipe total. Ainsi, le second des deux groupes 
précédents est un sous-groupe contenu dans le premier. 

Nous appellerons fonction modulaire (') une fonction uni- 
voque de t qui reste invariable pour toutes les transformations 
linéaires d'un groupe. Telle est, en particulier, la fonction J('c), 
qui reste invariable pour toutes les transformations linéaires. 

Si une fonction univoque de t reste invariable pour quelques 
transformations linéaires, l'ensemble des transformations qui 
laissent cette fonction invariable constitue évidemment un groupe; 
en effet, la transformation identique fait partie de cet ensemble, 
puisque la fonction est univoque, et la transformation, composée 
de deux transformations linéaires de l'ensemble, laissant la fonc- 
tion invariable, comme les deux transformations composantes, 
appartiendra de même à l'ensemble. On dit du groupe ainsi formé 
que la fonction considérée lui appartient. 

Une fonction univoque de x qui, lorsqu'on fait subir à -c une 
transformation linéaire quelconque, ne peut prendre qu'un 
nombre limilé de valeurs, est manifestement une fonction modu- 
laire ; elle Appartient au groupe des transformations linéaires 
qui laissent cette fonction invariable; telles sont les fonctions 
k{i), k'{'.i, ç(t), '{'(t), ^(t) précédemment définies, et qui sont, 
comme on l'a vu plus haut (XXXVIIs), (XXXVÏIIs,,,,), liées al- 
gébriquement à la fonction 3('c), 

L'étude des fonctions modulaires, qu'il convient de faire re- 
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monter à M. Hermite, a été l'objet de développements considéra- 
bles, dans lesquels nous ne saurions entrer ici ('). En s'affran- 
chlssant de la reslriclion, qui consiste en ce que les nombres a, 
b, c, d sont rationnels, on entre dans le domaine des recliercbes qui 
ont illustré le nom. de M. Poincaré, recherches que les travaux de 
MM, Schwarz, Fuchs, Klein avaient d'ailleiirs préparées. 

193. L'un des problèmes qui se posent le plus naturellement 
est celui-ci ; étant donnée une fonction modulaire, déterminer le 
groupe auquel elle appartient. Nous allons l'aborder pour les trois 
fonctions f (t), '\{y)., xC"*)- 

Considérons d'abord les trois fonctions 



k = -C'{--\ B=- 






On reconnaît tout de suite, en vertu des relations algébriques 
qui lient les fonctions (f, A, y^, qu'elles ne peuvent être égales 
que pour des valeurs particulières de x, faisant acquérir aux fonc- 
tions tç, '\^ y^ certaines valeurs déterminées : comme il est évi- 
dent, sur leur définition, que ces fonctions ne sont pas des 
constantes, on volt que les fonctions A, B, sont, en général, dis- 
tinctes. Or l'effet des transformations (t± i), f — '-\ est de les 
ranger respectivement dans les ordres 

0, B, A, 
A, C, B. 

Toute transformation linéaire, étant composée avec celles-là, 
ne pourra donc avoir d'autre effet que de reproduire ces trois 
fonctions, rangées dans un certain ordre, et clmcune d'elles ne 
peut prendre que trois valeurs quand on effecUie sur 7 une trans- 
formation linéaire quelconque. 



C) Voir, en parlicalier, les nombreus Mémoires de M. Klein dans les Mathe- 
matische Annalen, et son Livre Zur Théorie der Modulfunctioiien, ainsi que !e 
Mémoire de M. Kiepert dans le Journal de Crelle, l. 87. M. Hurwitz [Mallie- 
matische Annalen, t. XVIII, p. 528) a montré comment on peut en.'isager les 
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Cela s'accorde avec ce fait que l'on a 



H'-) = 






L'équation du troisième degré en h, 

que vérifie la fonction yj^'^i'), montre bien, en eflet, que cette 
fonction ne peut prendre que trois valeurs pour les transforma- 
lions linéaires qui laissent J(t) invariable, et les trois racines de 
cette équation sont précisément A, B, C. 

194. Les formules (XLV) montrent clairement que les trans- 
formations (tib 2), ( — -\ laissent la fonction A invariable. Ré- 
ciproquement, toute transformation linéaire qui laisse A inva- 
riable peut être obtenue de cette façon, de sorte que la fonction A 
appartient au groupe formé en composant les transformations 

de toutes les manières possibles. 

Supposons, en effet, le sjmbole de transformation écrit sous la 
forme 

négligeons au commencement, s'il y en a, les termes de la forme 
■v-i-f.n, — -! qui laissent A invariable, de sorte que le premier 
terme du symbole de transformation sera de la forme -: -H n où » 
est impair; si n n'est pas égal à i, on le décomposera en deux, 
T -1- « — ï, 1 + 1, dont On fera rentrer le premier parmi ceux que 
l'on néglige et qui laissent A invariable. Les deux premières 
transformations, (t + 1), f — - j, changent successivement A en C, 
puis C en B ; vient ensuite un terme de la forme t + /i. Que n soit 
pair ou impair, la transformation (-î-l-n.) laisse B invariable; 
puis vient un terme de la forme qui change B en C; puis un 
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terme de !a forme t + n'. Que n! soit pair ou impair, noas décom- 
poserons la iraiisformation (t + /j') en deux, (^ — \),(z-\-n' -\- i); ta 
transformation (t — i) change C en A, et nous prendrons la transfor- 
mation (t -i- /î'-4- i) comme premier terme d'une nouvelle suite 
dont nous traiterons les termes comme ceux dont nous venons de 
parier. En répétant ainsi le nombre voulu de fois le même raison- 
nement, oo arrive finalement à la conclusion suivante : 

Si une transformation linéaire laisse A invariable, son sym- 
bole sera formé d'une suite de groupes de termes tels que 



groupes de termes qui pourront être précédés, suivis on séparé 
les uns des autres par des termes tels que t + 2 ft, — -j on pei 
dire encore que la transformation sera composée de transform; 
lions ayant pour symboles 



i-^- 



ovi n est u 



-.«), 



(-0' (" 



nticr pai 



npair, positif ou négatif. 



Or la transformation correspondant au dernier symbole r 
à remplacer t par 



on reconnaît d'ailleurs immédiatement, en adoptant cette nota- 
tion, que l'on a 



on aura donc, en supposant n positif, 
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le symbole du second membre comprenant /( termes de la 

forme et n termes de la forme t ^ 2, Comme on peut écrire 

la relation précédente entre t,, et ~,i^\ , 



et, par suite, en supposant n négatif, 

le symbole du second membre comprenant ;( termes de la 
forme x -|- 2 et « termes de la forme — ~ • 

On voit, en résumé, que les transformations qui laissent '^*^(-c) 
invariable s'obtiennent en composant les transformations de la 
forme (t ± 2), f ^ -)' ^^ pourront être représentées par des sym- 
boles de la forme 



yti, «2, ... étant des nombres entiers positifs ou négatifs; d'ail- 
leurs, le symbole peut être limité à droite et à gauche par des 
termes de la forme ^ - ou t -h 211. 

193. Les transformations linéaires qui laissent la fonction y(") 
invariable appartiennent certainement à ce type , et, en vertu des 

il est clair que l'effet sur la fonction y (t) de la transformation 
précédente est de la reproduire multipliée par une puissance de i 
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dont l'exposanl est le sisiÈme de la somme 

. .,H-)i,-i-nj-i-H] + 

Si donc on veut que la transformation laisse %{') invariable, il 
faut et il suffit que cette somme soit un multiple de 24- 

196. Puisque l'on a 

il est clair que les transformations linéaires qui laisseront invaria- 
bles f^{':) ou '{'^(t;), laissant aussi X^''{') invariable, auront lou- 
jours des symboles de la forme 

jnais comme les transformations de la forme (■:+ 2«) n'altèrent 
ni (D*(':) ni '{'^(t), et qne les transformations de la forme (— -) 
échangent ces deux fonctions, on voit que si la transformation ne 
cbangc pas tp*(T) ou ([('("i), son symbole devra contenir le terme 
— - un nombre pair de fois. Il suit de là que toutes les transfor- 
mations cberchées résultent de la composition de transformations 
ayant des symboles de la forme 

On reconnaît sans peine, en répétant le raisonnement, du n" 194, 
que la dernière transformation s'obtient en répétant n fois l'une 
ou l'autre des deux transformations inverses 



(^). (r^)' 



suivant que n est positif ou négatif. 

Les transformations qui n'altèrent pas les fonctions ^^(t), 
Ji*(x) pourront donc être représentées par des symboles oi!i figu- 
reront, n'importe dans quel ordre, des termes de la forme 
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197. Les deux dernières transformations n'altèrent pas la fonc- 
tion ç(t), tandis que l'effet de la piemieie est de reproduire cette 
fonction multipliée par s/i" Si donc on ^eut avoir une transfor- 
mation linéaire qui n'altère pas fp(i:), il faudra la constituer de la 
même manière, avec cette conditionj que la somme des nombres n 
qui figurent dans les termes de la forme •z-i-'in soit divisible 
par 8. On reconnaît, an contraire, que les sjmboles des transfor- 
mations qui laissent '{'(t) invariable peuvent contenir des termes 
de la forme -z + in en nombre arbitraire; mais que le nombre 

des termes de la forme -i diminué du nombre des termes de 

la forme -, doit être divisible par 8. 

198, Nous nous proposons maintenant d'établir les formules 
qui expriment au moyen de '^{y), "î'('î), x('^) ^^^ fonctions !p{T), 
i]((t), x(''^)i ^" désignant par 



une transformation linéaire quelconque. Ces formules ont été 
données par M. Hermite ('). Tout ce qu'il y a d'essentiel dans 
l'analyse qui suit est dû à M. Schtafli ('■'). 

Les résultats sont différents, suivant que l'on se trouve dans 
l'un ou l'autre des six cas du Tableau (XX^). Supposons d'abord 
que l'on soit dans le cas i°, en sorte que a, d soient impairs, c et 
frétant pairs. Celle transformation conservera [p*('u), '['^('î), comme 
il résulte du Tableau du n" 187 ; elle aura donc un symbole de la ' 
forme 



les nombres «n; «i ) ■ ■ ■ étant pairs, et le nombre des éléments de 



(') Comptes rendus, t. XLVl, p. 5o8 et p. 71^, 

On remarquera que les cas a" et 5° correspondent respectivement aux cas V 
et II de M. Hermite dans tous nos Tableaux de formules. II y a correspondance 
complète entre le numérotage des six cas dans les Formeln und Lehrsàtze de 
M. Schwarz et le iiûtre. 

(») Journal de Crelle, t, LXXII, p. 3Go. 
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la forme — ~ élatit pair. Si ce symbole commence ou finit par un 
terme de la forme — ^> on placera au commencement ou à la fin 
un lerme de la forme - + o, de manière à obtenir, dans tous les 
cas, un symbole de la forme 



où tons les nombres an, «i , • . - , a^n. sont pairs, le premier et le 
dernier pouvant seuls être nuls. En groupant ensemble les trans- 
formations partielles telles que 



on peut encore donner au symbole la forme 

Les transformations de la forme (t + a) changent <f{~) en 
i''o(-c), laissent ^{x) invariable et changeât '/('^) ^" ^^Xi''-)' 
les transformations (— :^— ;) laissent o(t) invariable, changent 

'\>{x)eni''f^{T)elxi-)cnr'xi-^) ■ si donc ou pose 
on aura 

Nous sommes ainsi amenés à chercher des expressions en fonc- 
tion de «, b, c, d, de nombres congrus, suivant le module i6, 
à Aî„, à Aa,!., et, suivant le module 4S, à As„-i- Af„_,. 

199. La première forme du symbole de transformation montre 
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Désignons par — la réduite de rane m + i de la fraction con- 
tinue 

«0- 



en sorte que l'on ait 



.... 


-imPm-,—p,„~i, qm = 


n,„ç,„_,— g,„_5, 


\ 


qmPm-i—pm1m-t 


-r. 


pression de 


— '—j-'z' ^'^^^^ forme de f 


raction contimii 


l'on a 






c-^d-. 


(a„.^T)p-,„^,~p,„-, 


p^.,>^ - P^-'-S 


a^b'. 


(«î,^^--:)?,,-!-?^,.-, 


qia+-^qi„-i 



et que, parconséquenl, au facteur — i près, les nombres ^2„, i^^ii-i ; 
jfîni Pî/i-i sont respectivement égaux aux nombres «, l>, c, d. 
Comme on ne change pas la transformation en changeant à la fois 
les signes de ces quatre nombres, et que, d'autre part, dans les for- 
mules finales, figureront seulement des fonctions paires de q-^n, 
^îa-ii Pi'i-i Pin-\i rieti n'empêche de supposer 

qin-- «, qin-i--l>, 

11 suffit donc d'exprimer A^,,, A^,,., par des nombres formés 
à l'aide des entiers p-.,„ p-,i-\, (Jun (/hu-m à des multiples de i6 
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près, pour avoir, dans le cas où nous nous sommes placés, les 
formules de transformation linéaire des fonctions o et Jj, 

200. Supposons les quantités pr, cjr exprimées expliciLemenl en 
fonction de «o, a, , a^, «3, ... : ce seront des polynômes à coef- 
ficients + 1 et ^ — ^ 1 , où. l'on pourra grouper ensemble les termes 
de même degré. D'ailleurs, dans chacime de ces expressions, on 
n'aura soit que des termes de degré pair, soit que des termes de 
degré impair, en sorte que, si l'on désigne par Aa^, ^m-i ! Eïh, 
B2„^, ; Can, C2„_, ; Dî„, D^^., ; Ej„, Ea,,., ; . . . des polynômes 
en «0, tïi, «2, ... dont les degrés respectifs sont égaux au rang 
des lettres A, B, C, D, ... dans l'alphabet, on peut écrire, comme 
on le voit très aisément, 



{-1 


l)"/>în 


= 


As„ — 


C- 


.,+ E,„. 


-,. 


(-. 


Yp..- 


1 = 


i-Bj 


n- 


i -+- Dj„_ 


i — . 


(— ■ 


.)"?.« 


= 


i — Ba 




-l-Di„ 


— 


(— 


!)"?.«- 


1 = 


— Ai,, 


-, 


-i- Ci„_i 


_E 



A la vérité, le sens des symboles Aa„, Aa,i_, a déjà été fixé; iiiala 
ils gardent leur signification, comme on va le vérifier immédiate- 
ment. En substituant, en effet, les valeurs que l'on vient d'écrire 
dans les égalités 





Pi,i ^Plit-l^ia —P-M-^, 


q,„ =<U. 


„_irtj„ - ?,„ 




Pî,i-l = Pl/t-S «!«-! —I>V>-i- 


?S«-1 = Î2 


,c-ia%:i.-i— qm 


on 


trouve de suite 








Aî„= Aj„-2 4-na,j, 


A2„-, = ki. 


,-3H-a2«-l, 


'ï) 


B2,j=A2„_i«j„-(-Bj„_,, 


Bs„-, = Aî, 


,_^«,„_. + B,„ 




C,.= B2,^i»,,+ G,„-„ 


Gi„-i = Bï,, 


.-.«.«-i + C„. 


d-o 


il l'on lire 







A3,, = «0-1- CU-t-.. . -ra^,,, 

Bjii = Ai«î-i- Asiï^-t-. . --1- Aï,,-]»;,,, 
B2„_i= Aoai-H A^aj-i-, . .-1- A2„-5aî,j_,, 
G^ji = Bi «2-1- Bsaj-i-. . .-H Bi,j_i «j,,, 
C2„_|= B20s-i-,,.-^Bi„_sa,„_i. 
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D'ailleurs, puisque les nombres «q, a,, a^, ... sont pairs, on a 
certainement, quel que soit l'indice /*, 

A.^o (mod.î), B,.= o (moJ.4), C,-=o (moil. S), 

et les nombres Dr, Er, . . - sont évidemment divisibles pai- 16, en 
sorte que les égailles (|î) entraînent les congruences (niod. 16) 

L'avant-dernlère des égalités (8) peut s'écrire 

Ci„ = (A5- A.c) B|+ {A^— Ai) B, + . . . + (Aî„— A^,,-,) R,,-, 

= _AoB| — A3(B,— Bi) — ...— ,Vj„-,(B2„_i — Iîs„-a)-i-A.„B.,,_,. 

Si, dans le dernier membre, on remplace pour chacun des in- 
dices r=:2, 3, ..., n, la différence Ba^., — B^^-^ par sa valeur 
Ajr-î'ïar-i et B, par rto«i ^ Ao«i, il vient 

G^„=-(iiA^ — fl^A|-...-.«2„^,Ai„_5H-A,„Ii,„_-,. 

D'ailleurs on a, en général, 

a,r-,Ah--i = ^"-ir-i''^^-r-^ ("lod. r6); 

en effet, la différence a-^r-i A2r-s(A2,.-2 — 2) entre les deux mem- 
bres est divisible par 16, puisque «ar-t est pair et que le produit 
des deux nombres pairs consécutifs A^r-^, A5r,.,^ 2 est divisible 
par 8. Ainsi, en négligeant les multiples de 16, la quantité 
«i Afl + «aÂj -I-. . . + «2H_i Aj„_j peut être remplacée par 

^.(rtiA,-i-n3A,-i-...+ ai„-iA3„^2) --^hi„-,\ 

on a donc 

C.„s— 2Bi„-,+ A3„Bi,„_i (mod. iC). 

On démontre exactement de la même façon la congruence 

C2„_i^ — 2B=„_2-i-Ai,„.,,B2„_2 (mod. rG). 
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Ces deux congruences permeltenl d'écrire la première c 
nière des congruences (e) sous la forme 

Dans le second membre de la première de ces congruences, on 
peut remplacer B^n-t par ( -~ ( — t)"Pîn-i, puisque les deux 
quanlités ne diffèrent que par rin multiple de 16. De même, dans 
le second membre de la deuxième, on peut remplacer Bï«_2 par 

.+(-.)"?,„-,. 

D'autre part, l'égalité 



montre, en tenant compte de la dernière congrueuce (s) et de 
la congruence Gî,-! ^^o (mod. 8), que l'on a 

<l2„ -'=-—(/'.:.- !— (— l)"<'!«Aî,i_|. 

Si le nombre pair Â|.„_, est divisible par ::i, on a donc 

Ç2;i^ — î?n-2 (mod. 8); 

mais, dans la seconde congruence (ti), Bju.a est multiplié par 
le nombre pair As«_i — ^î on peut donc négliger dans l'ex- 
pression de Bj„_2 les multiples de 8, et, par conséquent, rem- 
placer B2„_ï par I — ( — i)"ç2n- Si Aan-i était divisible par 2 sans 
l'être par 4, le facteur A3„_i — a serait divisible par 4, et l'on 
pourrait négliger dans l'expression de Bj,,.^ les multiples de 4i 
comme «2», A-^n^i sont pairs tous deux, on a toujours 

g-„^-îi«-. (moJ..n; 

on voit donc que l'on peut encore remplacer B^,,... |>ar 

Dès lors, les deux congruences (■/]) conduisent aux suivantes 

(-,)•«. »A,.+ i2-A„)[i-(-i)-;),,-,l 

(-i)-,„_„,-A„_,-(2 
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A2„-,?s« ^ — g-,™-! 

Mnlli plions ces deux cODgruences respectivement parpn„_i, q^„; 
si l'on remarque que, en vertu des congriiences (e) et de la con- 
gruence B^^ o (mod. 4)i on a 

^;" (mod. 8), 

d'où, puisque A^,,, A^n., sont pairs, 



on voit que l'on peut écrire 

As„_, ^ -- Çï„ Sa,,-, -H çï„ + g^. - 2(- O'^çj,. 1 

Les seconds membres se rédulseiil, en tenant compte des con- 
gruences, 






qui résidtent manifestement des congruences (e) el de la con- 
gruence Bji ^2 o (mod. i6), et l'on a finalement 

As,, = cd-t'd''—\ 1 

^ (mod. i(i). 



201. Nous transformerons ces expressions de A;.,,, A2,;_| 
moyen des congiiiences 

} (raod. lO), 



qui peuvent s'établir comme il suit. 



y Google 



70 CALCUL niFFËnENTIEL. 

Ecrivons les jiiremlers membres sous la forme 

(îa;i — P2n-i)(?2« + i's«-J + P!«), 

Eq tenant compte des congruences (e), on voit que les deux 
([uantités précédentes sont respectivement congrues {mod. 16) à 

Il nous suffit donc de montrer que ces deux quantités sont di- 
visibles par 16. 

Pour la première, il n'y a évidemment iieu à démonstration que 
si Ton avait à la fois 

!5a„_,— Bs„=4 (mod. 8), 
A,„r^o (mod. 4); 

mais, si l'on écrit la première de ces deux congruences sous la 
forme équivalente 

]îi„_,+ Bs„r^4 (mod. H), 

on aperçoit tout de suite qu'elle est incompatible avec la seconde; 
car on tire de l'égalité 

et des congruences (s) la suivante 

B3„_i + lS,„= A5„As„_, (mod. 16), 

«t cette dernière montre que, si A^^ est divisible par 4, Bn^^, -{- B^,, 
est divisible par 8. 

On déduit aussi de la dernière congruence que l'on ne peut 
avoir à la fois 

B3„_i — Bï^iEs/, (mod. 8), 
A5,j_i^o (mod. 4), 

el les congruences annoncées sont établies. 

Puisque a — d est divisible par 4, que i et c sont pairs, il est 
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clair que ces congrucnccs entraînent les suivantes 
I (û — </)(«-hrf±c) = o 1 

on en tire 

a-'àzac^d''±cd 1 

(mod. 16), 

nii les signes supérieurs se corrcspi 
Les deux expressions de A^,,, ê 

et l'on a, par suite, dans !c cas 
lions 



202. Il est facile de vérifier que, dans chacun des cas 2° à 6" 
du Tableau (XXo), la transformation t peut être envisagée 
comme composée de transformations (t + i), / j et de trans- 
formations rentrant dans le premier cas. Cela résulte du Tableau 
suivant, oii l'on a écrit, à gauche, le numéro correspondant du 
Tableau (XX^), et où, dans le second membre, figurent chaque fois 
dans l'ordre voulu les transformations qui, par combinaison, don- 
nent la transformation t. 



pondent. 




^2ii-i peiiven 


t donc aussi s'écrire 


-M + d^-i 


j (mod. 16) 


1" du Table 


au (XXO, les rela- 


nr-t-fi'- 


,, 


>(T)^.^-^ 


"?(^), 


_Wh 


rf> 1 


^i-) = i ' 


i ■^{^). 






/£+rfu\ _ / d-t-(d — c)^ 
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On \oit bien, en tenant compte de la parité des nombres «, &, 
c, d dans cliacoades cinq cas considérés, qu'outre (" + i)î (~-)' 
les transformations qui paraissent dans le second membre ren- 
trent dans le premier cas. Les transformations {-:-Hi)f ( ) 

changent d'ailleurs ^("ï) et '\{;t) en comliinaisons de ces fonctions 
que font connaître les formules (XLV). 

203. A l'aide de cette remarque et des formules établies au 
n'-aOl pour^(T)et<|j(i:)danslc premier cas du Tableau (XX^), 
on obtiendra sans peine les mêmes formules dans les cinq autres 
cas de ce Tableau. 

Prenons, par exemple, le cas 4" ■ «i b., c sont impairs, d est 
pair; la première transformation est t'=:3— -^, en supposant 
7.=^ h, p = Z> — a, -^T^d, ù^d — c. On vérifie bien que o, ^, 
Y, S sont les coefficients d'une transformation qui appartient au 
cas i"; on a donc 

en remplaçant t par , on a ensuite 

puis, en remplaçant t par t + i , 

D'ailleurs, d^c étant impair, on a la congTuence 

■i(d~cf^-i (raod. i6); 
d'où l'on déduit facilement ia congnieiice 

{d—c)(;'.d — c —i = c{d~ c)-hi (mod. i6); 
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oii a donc finalement, dans le cas 4") 



(SS) 



-K-^, 



^{'.) 



En répétant les mêmes opérations dans les quatre autres cas 
du Tableau (XX^), on obtient des formules analogues, et l'on a 
finalement pour la fonction (p{T), dans les six cas de ce Tableau, 
les formules de transformation suivantes : 















âOi. Il n'est pas nécessaire, pour obtenir ces formules, de ra- 
mener, comme nous venons de l'expliquer, chacun des six cas au 
premier. 



Nous avons vu au a" ! 



que l'on peut envisager la transforma- 



tion ( T-j du cas 4°i où a, b, c sont impairs et d pair, 

composée de la transformation (- — ^\, où a^b, ^^ d- 



itnpairs, tandis que |3 ^= i - 
tion qui rentre donc dans le i 



, 'f =^ d sont pairs, transforma- 

ei de la transformation 

■ On peut de même envisager la transformation ( ■ , t " ) 

du cas 6", où a est pair, tandis que b, c, d sont impairs, c 



i-^y 



composée de la Lransformation / 



= 4, 3 = i> 
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'f ^rr^d sont impairs, tandis que &^d — c est pair, transformation 

qui rentre donc dans le cas i", el de la transformation ( ITt)' 

de sorte que l'on a, dans le cas 6", non seulement la décomposi- 
tion de la transformation (t) donnée au n" 202 en une transfor- 
mation qui rentre dans le cas i", suivie des transformations (- + i), 
( K mais aussi la décomposition 

de cette transformation (t) en une transformation qui rentre dans 
le cas 4", suivie de la transformation ( — — — )■ 

On verrait exactement delà même manière que l'on peut envisa- 
ger les transformations ( r- ) des cas i°, 3", 5°, a" comme résnl- 

tant de la composition d'une transformation (^^ — q-Ji où a = i, 
^=b — a,y = d, S = rf — c, transformation qui rentre respecti- 
vement dans les cas 6", 2°, 3°, 5°, et de la transformation 

Observons d'ailleurs, sur l'exemple An numéro précédent, que 

la formule pour tpf ■ -j^ 1 s'obtient, dans le cas i", à l'aide de 

la formule pour tp f ■ j— J, snpposéc connue dans le cas i°, en 

changeant dans celte dernière formule simultanément a, b, c, 

d, -;: en h, b — a, d,d^c, — -■ Les mêmes changements 

simultanés permettront donc aussi, lorsqu'on connaîtra une des 
formules relatives aux cas 4°) on 6", ou a", ou 3", ou 5", d'écrire 
immédiatement la formule relative respectivement aux cas 6", 
ou 1°, ou 3°, ou 5", ou a". Il suffit donc d'avoir les formules rela- 
tives aux cas i" et 5", par exemple, pour avoir toutes les autres. 

Le même raisonnement s'applique aux diverses décompositions 
indiquées dans le n" 202. Le Tableau suivant résume les résultats 
et permet de passer des formules qui concernent l'un quelconque 
des cas du Tableau (XXc) à celles qui concernent les autres cas. 
Dans les cinq premières lignes on a écrit, à côté des lettres a, b, 
c, d, T, les expressions qui doivent les remplacer : en regard de 
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ces expressions eL à côté des n"^ i", 2°, 3°, 4"i S", 6°, on Irouve 
les numéros des cas qui remplacent respective mcnl ces sis cas. 



a a— h a \ b b a -h h 

b b b — a b-a —a, ~a 

c c — d c d d c-^-d 

d d d—c d-c —0 —<: 

,0 5. 3. ^|<, 5. g. 

3" 6" 1° 5» 4° 'ï' 

4" 5° a" 6° 3" i" 

5° 4° 6" 7." 1° 3= 

0° 3^ y i" a" 4" 



205. Les formules relatives à la transformation linéaire de la 
fonction '\{') pourraient s'établir exactement de la même ma- 
nière; le Tableau précédent s'applique aussi bien à la fonction 
i|'(x) qu'à la fonction ^(t}. 

D'ailleurs, on peut passer directement des formules relatives à 
la fonction fp(-r) à celles qiii concernent la fonction '|'{'t) par la 
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remarqiic suivanLe, rj^uc nous développerons sur le cns i". Dans la 
formule 

cliaiigcons t en ; elle devient 

Si l'on applique au premier membre de cette formiilc la rela- 
tion 

en supposant t -= — ^-^ — ^. on trouve 



K^S^,)^ 



Si l'on remplace maintenant a, b, c, d pai' — cf, c, b, 
qui nous laisse dans ie cas 1°, on obtient les formules 



([Ul 



sont bien celles du n" 201. 



En raisonnant de la même façon, on voit que si l'on change 
«, b, c, d en — d, c, b, — a et simultanément (p en iJj et i en «i 
chaque formule relative à la fonction f conduit à une formule 
relative à la fonction ifi; mais on ne reste pas toujours dans le 
même cas du Tableau (XXg); on reconnaît facilement que l'on 
passe des cas 1°, 2", 3°, 4°) 5°, 6° aux cas i", 3", 2", 6", 5", 4°- 

On obtient ainsi pour la fonction i (t), dans les six cas du Ta- 
bleau (XXfl) les formules de transformation linéaire suivantes : 



H.^)"^"^"^*'-)' 



*(<), 



n^rzir, =' 



y Google 



LE3 FONCTIONS &. 












^h 



206, Nous récrirons ci-dessous les formules reklivcs aux fonc- 
Lions a ("ï) el '{'{t), en ne conservant d'ailleurs, pour chacune 
d'elles, qu'une seule forme. Le symbole ( - ), où n est un entier 
impair, est emprunté à l'Arithmétique; nous aurons l'occasion d'y 
revenir au n° 228; il est mis à la place de ( ^ ^ ( — i) ' , Nous 
rappelons encore une lois que i" , où m est un enller quelconque 
et n un entier positif, est mis à la place de e -" . 





f{'C) = 


4.(1)- i 


r 


(5)'^'-. 


(:)rï*,„ 


., 


'' «^î 


(SF,k 


y 


(-:)^"^^i 


' ' ?M î 


i" 


(S)^m 




5- 


(îj.-Tt,,, 


(!).-.(" 


G" 


' ' ?(^) 


œ^^ri^i 
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207. II est à peu près inutile de dire que les différentes façons 
dont on parvient à ces formules donnent naissance à une suite de 
congniences (mod. i6) entre les nombres a, h, c, d, relatives aux 
différenis cas du Tableau (XX^). Par exemple, dans le cas 3", on 
a, enlre autres congruences, les suivantes : 

(c -h d)i~ a - b -h c -h d) -i- ab =. o, i 

cla-hib + c -i-d') = o, , , ^, 

' ' } (mod. i6). 

d{-a-^b-i-c-hd)~b{a — c), [ 

ta^c)(a^ic) = d(c + d) = l-i-b{a-d), \ 



Elles peuvent être vérifiées en distinguant les nombres cuticvs 
a, b, c, d suivant leur reste modulo 4- Quelques-unes d'entre elles 
se déduisent d'ailleurs des autres en ne distinguant ces nombres 
entiers que suivant leurs restes modulo 2. 

En tenant compte, dans chacun des six cas du Tableau (XXo), 
des congruences correspondantes, on peut mettre les formules de 
transformation linéaire des fonctions f (~) et ■^{■^) sous plusieurs 
formes équivaienles à celles des Tableaux précédents. Ainsi, dans 
le cas 3°, on a, par exemple, 



^i~m-{^' 



?(^)' 



208- Pour obtenir les formules de transfori 
cernant la fonction x('-) dans le cas i" du Tableau (XXu), nous 
suivrons une méthode moins directe que pour les fonctions »(-7) 
etJ-(T). 

Rappelons tout d'abord que, dans ce cas i", on a 

où l'on a posé, pour abréger, 

quand nous voudrons mettre en évidence le? nombres ti, b, c, d 
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dont dépend },, nous écrirons, an lien de )., 

Observons aussi qu'en remplaçant, dans l'égalité 



n .+..i. + i.J = •'•■/A- + '■•") = '•' •/.{-'). 

et, par suite, 

Inversement, si l'on détermine une fonction, entière à coeffi- 
cients entiers \ qui vérifie ces deux congruences, quel que soit le 
nombre pair ara, pourvu que a, b, c, d soient des nombres satis- 
faisant aux conditions du cas i", et qui, enfin, se réduise à zéro 
dans le cas où a, b, c, d sont les coefficients de la transformation 
identique, c'cst-à-dirc lorsque l'on a 



il est clair que cette fonction ), pourra être prise pour la fonction î. 
qui vérifie l'égalité 

X(T) =<■-)- (^)- 

En elFet, toute transformation du cas i" peut èlre obtenue en 
faisant suivre la transformation identique d'un certain nombre de 
transformations de la forme (t-1- an) ou (-37 )■ 

209. Nous commencerons par déterminer une fonction L de 



y Google 



80 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

a, 6, c, d qui vérifie les congruences {i\) suivant le module i6; 
nous transformerons ensuite cette fonction L en une autre qui 
lui soit congrue suivant le module ï6 et qui vérifie les con- 
gruences (ïi) suivant le module 3; cette dernière fonction pourra 
être alors prise pour)., car elle vérifiera manifestement les con- 
gruences (tj) suivant le module 48- 

Gomme les formules de transformation des fonctions fp(T) et 
i(';) dans le cas i" du Tableau (XXc), 



donnent immédiatement pour l'exposant ). de ia formule de 
iran s formation 



\^(^cd-\-d^ — l) + i—ab-^a?—i) (mod.i6), 

il est naturel de se demander si en prenant pour L l'express 
cd — ab -\- d- -^^ a'' — a, les congruences {ti) sont vérifiées t 
vant le module i6. 

On le voit immédiatement, dans le cas où le nombre pair y. n 
divisible par 4- En remplaçant alors -. par -. — a dans les ég 
lés (Q, on obtient les relations 



^^a+nb-^b-z, 


■c + nd-hdi:' 



Si donc on prend pour L l'expression 

<_cd+d"~r)^{-aO + a"~i) 

el si l'on désigne par L, ce que devient L lorsqu'on clia 
? + «, on a l'égalité 

i., — L = n]d^+i~b''-v--iab-\-nb'^\. 

De méioe, en remplaçant, dans les égalités (ÏJ), ' par 
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en désignant par L^ ce que devient alors L, on a l'égalité 

U_ — L = ii{—c"—2cd-hiic^-+-a^-hi). 

De ces deux égalités on déduit immédiatement, puisque », 6, c 
sont pairs et a, d impairs, les congrtiences 

qui mettent bien en évidence que les congruences (ï,) sont véri- 
fiées, suivant le module 16, en prenant 'k = L. 

Ainsi, dans le cas oi\ n est pair, toute fonction congrue à 
cd — a& -H «^ -H <^^ — a, suivant le module 16, et s'annulant pour 
n = i,t? = i,&:=o, c = o, pourra être prise pour X, si elle vé- 
rifie les congruences (y|) suivant le module 3. 

Or, en vertu des diverses valeurs trouvées pour A 2,) , A^,,.!, on a 
les congruences 

L = <^{c-6)4-2(</i — i) = a(c-è)H-2(ni-i) (mod. 16), 
el, par suite, puisque a el d sont impairs, 

L^d(c — b)~aic~b) (mod. iG). 
B'uii autre côté on a, à cause de l'égalité ad — bc -^ i, les con- 

d(Oc + ,)-a=id--i)a^o I ^^^ 
aibc-t-i) — d={a^~i)d^o ) ' 

d'où l'on déduit, en multipliant par !e nombre pair b — c, 

ib~c)<abc — d)-i-a(b-c) = o ) ^'"^ ' "■^' 
On a donc aussi les congruences 

L^{b — c)(bcd—a)^{b~c)(abc — d) (mod. 16). 
D'ailleurs les deux fonctions 

(6_o)(M-<,), {b-,)(abo-d) 
sont congrues suivant le modnle 3 ; en effet leur diffcrence est 
ib-c){a-d){ic+,) = {i~e)(a-d)ad. 
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et l'un des facteurs h — c^a — d,a,d est nccessairement divisible 
par 3, car s'il en élail autrement il faudrait que l'on eût à la fois 

£, e' étaut égaux à ± i ; on en déduirait 

i = ad - bc = — i'^+ z'^ = ti (mod. 3), 
ce qui esl absurde - 

On aura donc vérifié que, pour n pair, l'une ou l'autre des deux 
fonctions (b — c){abc — d), {b — c){bcd — a) peut être prise 
pour la fonction \( ' |> si l'on constate que l'une ou l'autre de 
ces fonctions satisfait aux congruences 

\c+2nd, d) \c, d) 



La vérification de ces deux congruences est particulièrement 
aisée, si l'on fait porter la démonsiration sur [b — c){bcd — a) 
pour la première, sur (6 — c)(abc^ d) pour la seconde. On a 
alors à établir les deux congruences, suivant le module 3, 

(b~o — y.nd)[bdc—a-i-Q.nb{d^-i)]~{b'~c){bdc — a)-2ii^.o, 
(^b-c-%na){abc~d^i>ic{a^-V)\-ib-c){abc-d)-~>.ii^o, 

ou, en supposant n premier à 3, 

- i.nbd{d'^—\)-~d{bdc - «) -h b{b- c)(d^~i)-i = o. 
-^ tnac{a^~ i) — a{abc — d) ~ c{b ~ c){a^ — i) — 1 ^ o; 

or les nombres d{d'^ — -i), a{a^ — i) sont divisibles par 3 puisque 
ce sont des produits de trois nombres entiers consécutifs; on a 
donc à établir les deux congruences 

^a(,abo~d) — c{b — c)(<t2 — i) — i s o ) 
En retranchant des deux membres la quantité ad—bc — i, 
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elles prennent la forme 



"• "- ' I (mod.3). 



Si a est divisible par 3 ou si tî est divisible par 3, l'égalité 
ad — èc= I montre que l'on a 



d'où l'on conclut que Z* + c est divisible par 3. La vériiicalion an- 
noncée est donc faite. 

âiO. Nous nous sommes bornés jusqu'ici à considérer le cas où 
le nombre pair an est divisible par 4; mais il se peut que n soit 
impair et dans ce cas la démonstration précédente est en défaut, 
comme on le voit en observant qu'alors les substitutions •F = -^-\-n 
et I =: ne rentrent pas dans celles du cas i" du Ta- 
bleau (XXo)- 

II nous reste donc encore à vérifier que, pour n impair, les 
congruences (tj) ont lieu suivant Se module 48 lorsque l'on prend 
pour \ successivement chacune des deux expressions 

(b — c)(bcd—a), {b — c){abc^ d). 

La démonstration est la même que tout à l'heure, lorsque l'on 
envisage les congruences (t;) suivant le module 3 ; il suffit donc de 
vérifier que l'on a, pour n impair, les quatre congruences, prises 
toutes quatre suivant le module i6, 

{h -- c — ■>.nd)\bd{c -^- :tnd)- i a -¥■ ■f.nb)'\ — iO~ c)(bdc ~a)-~ ■>.n^o. 
(h-c~^na)\ib-^na){d~-inc)c-a}~{b^c)(bdc-a)—i.n^o. 
(b^ c-înd)l{a + 7.nb){c+ind)b -d]—(b~c){abc-d)- an^o, 
{b-c-2>iaj[{b~2na)ac~(d~^nc)]-{b-c)(abc-d)-^n^o. 

Cette vérification n'offre aucune difficulté si l'on tient compte 
de la relation ad — 6c =^ i et de ce que, « et rf étant impairs, b 
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et c pairs, les quatre nombres ci-— i, rf- — r, h(p ^ ■j^'-f^ ^(c-i-a) 
sont divisibles par 8. 

211, Nous avons ainsi démontré que dans le cas i° du Ta- 
bleau (XXk), où a, d sont impairs et b, c pairs, on a les relations 

En nous reportant au Tableau du n" 197, qni montre comment 
on peut décomposer dans les cinq autres cas la transformation t en 

transformations (tt + i),) 1 et en transformations [^ — ^^oixa., S 

sont impairs et p, y pairs, en faisant usage de la formule précé- 
dente et des formules (XLV) ainsi que de la relation ad — bc = i 
et de la parité des nombres a, b, c, d, on peut obtenir les formules 
de transformation linéaire de la fonction ^{t) dans les cinq autres 
cas. 

On a ainsi, dans !e cas 2°, la relation 



7.(T) = .- '^ 7.(- + 0, 

que l'on peut écrire, en tenant compte de la formule (XLV/ 
de la relation ad — hc = \, 



La congruence 






bd{d'^—C}~ij (mod.48) 

est manifeste, puisque b est pair et d impair. La congruence 

h\h — %c){d''—i)T^o (mod. 48) 

qui est manifeste quand d n'est pas divisible par 3, puisqu'alors 
d"^ — I est divisible par 24, résulte, quand d est divisible par 3, 
de la relation ad — bc =: i qui entraîne les deux congrucnccs 

bc — — i (mod. 3), b--^i (mod. 3). 

Dans le cas 2", la formule de transformation de la fonction 
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y(T) se présente donc sous la forme très simple 



x('>-) = 






iiui est Loulc semblaiiie à l'une des deux relations dii cas i^. 
Dans le cas 5", on a iinmédiatemenl 

y (T) = .■ " X(^) = ' ^' X('^)- 

Dans le cas 4", les calculs sont tout aussi simples, si l'on passe 
du cas 5" au cas 4" à l'aide duTableau du n° 204. On oblienL ainsi 
la relation 

liii tenant compte des deux congruences 

qui résulient immédialemenl de ce C|ue dans le cas /]", d est pair, 
b impair, et de ce que l'on a ad — bc^=i, celte relation [jcul 
s'écrire 

-x(^) 



y(T)^i 



212. On pourrait de même déduire de diverses manières, à l'aide 
du Tableau du q" 204, les formules de transformation linéaire, 
relatives aux cas 3" et 6", des formules établies dans les cas i °, 2°, 
4°, 5°. Mais on arrive plus rapidement au résultat de la manière 
suivante ; 

Dans la formule relative au cas 2°, où a, c, d sont impairs et b 
pair, à savoir 

cbangeons -: en ; nous aurons 



x{Sî)^ 
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applir[iions «ensuite la lornuile 

en prenant 

- ""^"^ 

la relation précécîcntc deviendra 

elle i-enlre toujours dans le cas a". Changeons maintenant a, b, 
c, c? en — li, c, b, ■ — a; nous aurons 

,{ '^.^^\^. ■ "'"'':'""'" ■^^•^, 



et celte formule rentre dans (e cas 3", puisque a, c, d sonf, im- 
pairs, b pair. 

En raisonnant de la même manière sur la formule relative au 
cas 4°, on voit qu'en changeant dans cetle formule a, b, c, d en 
^ d, c, b, — (*, on obtient la relation 






'^■/M 



où b, c, d sont impairs et a pair et qui rentre donc dans le cas 6°. 

Les mêmes changements simultanés de a, b, c, d en — d, c, 6, 
^ a transposent donc entre elles les formules relatives aux cas a" 
et 3" et les formules relatives aux cas 4" et 6°; ils transposent 
aussi entre elles les deux formules relatives au cas i" et les deux 
formules relatives au cas 5". 

213. En résumé, nous avons obtenu, dans les six cas du Ta- 
bleau (XXc), les formules de transformation linéaire de la fonc- 
tion /(t) que l'on trouve réunies dans le Tahlean suivant ; 
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,(T)' 



a- X(»- 
4- 1(0 = 



■'zM 
t(') 



S. x(T)-.- 

6" x(i) = r' 






âli. Si l'on observe que les nombres enliers a, b, c, d, liés par 
la relation ad — bc^f, vériflentles congruences 

= (ô — c){a6c — d) = — crf — M— acH-6cM j 

et que, dans le cas oà a, e\ d sonL impairs, /> et c pairs, ils \'éri- 
fient aussi les congruences 

{b-c){bcd--a)^{b — c)(abc-d)^Z{a-'d'—-\) — ^{ab-cd) (mod. i6). 

de sorLe que l'on a 

{b — c){abc — d) 



E=i6(— crf — M- 



l-6c=(^)-4-3[«îrf^-i) — 9(»6 — cti) I 



(moci.,i8). 



'^{b-c){bcd^a) 

= i6(a& -4- ac + bd — ab''c)-^Z{a--d^—i) — ç, (ab — cd) ) 

on volt que, dans le cas i° du Tableau (XX^), les formules de 
transformation que nous venons d'obtenir peuvent èlre rempla- 
cées par les suivantes : 



={-i) 



X('). 

""'x(')- 



De même, si l'on observe qrie les nombres impairs a, c, d et le 
nombre pair i, liés par la relation ad — bc := i , vérifient la con- 
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(b - c) (bcd — a) = Z{at— i) -hgiah-^ cd) -;- 8 (mod. i6), 
de sorte que l'on a 

on voit que, dans le cas 2", ia formule de Irans forma tien linéaire 
de la fonction 5^(') peut s'écrire 



y\a + b^)- ( ') ^ ^(.) 

En changeant dans ces deux formules a, b, c, d, 1 en b, — a, 
d, ~~ c, — - ! on obtient les formules de transformation linéaire 
de la fonction x('^)i ^^'^^ l^s cas 5° et 6°, sous la forme suivante : 






= (-0 ^ «" «' X(^), 

Enfin, en changeant dans les dernières formules relatives aux 
cas 3° et 6°, a, b, c, d en — tZ, c, b, — «, on obtient les formules 
de transformation linéaire de la fonction '/{") dans les cas 3" et 4" 
sous la forme suivante : 






/cA-dx\ 



-(-,) ■' 



-cd) x(t) 



9W 

âl5. Les congruences 

— «6 — a^bd^ab — ah^ c \ 

cd + acd'' ■^ — cd + ^ic' rf W mod . 3 ), 

— cd — bd — ao'i-bo'^d'^ab + ac + bd — ab'^c ] 

ayant lieu quels que soient les entiers a, b, c, d liés par la reîa- 
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LIS FONCTIONS ». Sy 

tlon ad — &c = 1 , on a, en résumé, dans les six cas du Ta- 
bleau (XX,), 

I '■ K'i- (M ''"'^ """"•'■•■■'> ■ 

où l'on a posé 



Ce soat les formules mêmes de M. Hermile, tandis que le Ta- 
bleau (XLVÏg) est celui de M. Schllifli. 



VI. — Détermination, en fonction des coefficients <3e la transfor- 
mation linéaire des fonctions S, des racines liuitièmes de l'unité 
qui figurent dans ces formules de transformation. 

216. Nous avons vu (n" 149) que toute substitution linéaire à 
coefficients entiers et à déterminant -H i peut être obtenue par 
répétition et combinaison des deux substitutions 



C :> {- 



et de leurs inverses. 

En suivantla marche indiquée au n° 150, il est d'ailleurs facile, 
chaque fois que les coefficients de la substitution linéaire ont des 
valeurs numériques données, d'effectuer la décomposition de celle 
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■uljsliUiLÎon en snbstil.utions 



C :} {-, 



ei en substitutions inverses. Une fois eeUe décomposition 
effectuée, on n'a plus qu'à appliquer, dans un ordre déterminé, 
les formules de transformation du paragraphe précédent pour 
obtenir, dans le cas particulier considéré, les formules de transfor- 
mation linéaire des fonctions Sr et, par suite, les racines huitièmes 
de l'unité e, s', e", e'". 

Mais on peut chercher à s'affranchir de cette décomposition 
préalable de la substitution linéaire donnée. Â cet effet, nous 
établirons, en nous plaçant avec M. Dedekind ( ' ) au point de vue 
de la fonction h(T), des formules qui donnent explicitement e, 
et, par suite s\ s", s'", en fonction des coefficienls entiers a, b, c, d 
de la transformation linéaire 






217. Si l'on prend les dérivées, par rapport à v, des deux mem- 
bres de l'égalité (XLU)) et que l'on pose ensuite c ^ o, il vient 

(a) . v'ÏTT^^ S', (o I t).= ^^^ &; (o I T). 

En tenant compte de la relation 

et en extrayant les racines cubiques dans les deux membres de l'é- 
galité (a), on obtient immédiatement l'égalité 

où E^ est une racine vingt-quatrième de l'unité que nous allons dé- 
terminer en fonction de «, b, c, d. 



C) Itiemann's Werke, v édition, Nachlass XSVII, 2. Fragmente uber die 
Grens/àile der elliptiacken ModuîfuncUonen. 
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Dans le cas où h est nul, celle détermination esl immédiate. 
EQeffet,régalitéarf— /'C = i exige alors que l'on ait, soit rt = (^^i, 
soit a^^d ^^—i et l'on peut se limiter à la première alternative, 
puisque t ne change pas quand on change le signe des quatre 
nombres a, b, c, d. On a alors 



et, par suite, (XLV)), d'après la formule 

h(T + c)=i^h(.^). 

218. Nous supposerons dans !a suite 6 difFcrcnt de zéro : 
« + 6t n'est alors jamais réei. 

La constante e'' n'est susceptible que de vingt-quatre valeurs; 
elle ne dépendra donc pas de t si l'on a défini y/« + b-^ comme 
une fonction univoque et continue de t pour les valeurs de t re- 
présentées par des points situés au-dessus de l'axe des quantités 
réelles, valeurs qui sont les seules que nous ayons à considérer ici, 

A cet effet on pourrait, puisque a + Z>t est toujours un nombre 
imaginaire, prendre comme argument de a + bi un angle diffé- 
rent de zéro, compris entre — it el + tc, et pour s/a + bx la va- 
leur imaginaire correspondante, dont l'argument est compris entre 

et H — I en sorte que la partie réelle de \Ja-\-b-z soit positive. 

Mais il y a avantage à substituer à y/a + b-z une quantité qui ne 
change pas, non plus que t, quand on remplace «, 6, c, d par 
— a, — b, — c, — d: à la place de sja -t- ft -c on mettra \J — {a H- frt)- 
. qui n'en peut différer que par un facteur égal à une racine hui- 
tième de l'unité, puisque les valeurs absolues de \Ja~\~b-z et de 
^/— {a + bi)'^ sont égales et que les arguments de ces quantités ne 
peuvent différer que par un multiple de - ■ Cette racine huitième 
de l'unité, multipliée par s^, reproduit une racine vingt-quatrième 
de l'unité. Qnant à \/ — (a -H bzy, elle sera définie comme il 
suit : — {a-\~b-zY "'est jamais un nombre négatif, puisque le 
carré d'un nombre imaginaire a~[-bx ne peut être un nombre 
positif; dès lors on peut prendre comme argument de — («ï + bx'f 
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nn angle compris enlre ^t: et +7t, et pour^/ — («+ ^■c)'^ la valeur 
correspondante , dont l'argument esl compris entre — j et + - ■ 



Eotre les deux fonctions s/ ~ {ci -\- b\)- et y'a+fr-c, précé- 
demment définies, on aies relations 

OH il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant 
que b est positif ou négatif. En effet, si b est positif, l'argument 
de « + ^T peut être regardé comme compris entre o et ft, puisque 
le coefficient de i dans a -{- b-z est positif; l'argument de la quan- 
tité y/a+feT, définie comme précédemment, sera donc compris 
entre o et -> et l'argument de e ^ \/a-\- b-r sera bien compris 



entre — - et -\- y comme celui de \/ — (a + 6t)^ . Le raisonne- 
ment est le même quand b est négatif. 

Quoiqu'il en soit, la fonction \/ — (a + bx)'' définie, comme 
nous venons de le faire, est univoque el continue pour les valeurs 
de T représentées par des points situés au-dessus de l'axe des 
quantités réelles, et, si l'on écrit, au lieu de l'égalité (§), l'égalité 



(Y) h(T) = E,î/-(«+6-C)-'h(t), 

oà Ê| est une racine vingt-quatrième de l'unité, il est évident, par 
le raisonnement du n''181, que s, ne peut dépendre de t; en sorte 
que l'on peut remplacer la formule (y) par celle-ci : 

(S) h(T) = e^ î/~(fl +-6"^li{^), 

N étant un nombre entier indépendant de t qui, lorsqu'on se donne 
a, ft, c, d, n'est d'ailleurs déterminé par cette formule qu'à un 
multiple près de 34. Nous allons donner de ce nombre N une dé- 
finition précise. 

219. On tire de l'cgalité précédente 

iogh(T) = N^ + ^log[-(«+i-c)^l + logh(T)^2/,T:i, 
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k étant un nombre entier qui dépend des détermioatioris choisies 
pour les logarithmes. On peut faire rentrer k dans N, ce qui ne 
modifie N que d'un multiple de a4i et adopter pour les logarithmes 
des déterminations précises: alors N sera entièrement déterminé. 

Nous avons choisi l'argument de — (o+Zit)'^ compris entre 

— m et +it; il est naturel d'adopter pour log[ — (a + è-r)^] la 
détermioalion correspondante, c'est-à-dire la détermination prin- 
cipale, celle pour laquelle le coefficient de i est compris entre 

— Tt et + Ti:. D'autre part, la définition de h (t) 

donne, en clioisissanl convenablement les déterminations dos loga- 
rithmes, 

Iogh(.) = ^-hIogJJ(i-9^"). 

Mais il est aisé de voir que l'une des délerminalions du logarithme 
qui figure au second membre est la somme de. la série conver- 
gente {') 

où le logarithme a sa détermination principale. 

Pour éviter loate ambiguïté, nous poserons, en conservant tou- 
jours cette signification à log(i — </'"), 

(0 ih(.) = '-^-H2;K('-g=") 



(') C'est là une propriété générale que l'on a négligé de signaler dans l'Intro- 
duction et que nous rappelons rapidement ici. 

Obaerïons d'abord que, si x est un nombre imaginaire dont la valeur absolue 

est moindre que un, l'argument de i -h a: peut être supposé compris entre 

I principale du logaritlime de i H- a; a k 
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lh(T) est alors une des détermi nations de !ogli(T); c'est une fonc- 
tion Linivoque et continue de t pour les points t situés au-dessus 



coefQcient de sa partie imaginaire eompris entre — - cL H : log( 

ainsi déflni, sous la eondition \ x \ <,i comme uae fonction univoque 
de ic; cetie fonclion coïncide avee la somme de la série 



puisque la coïncidence a lieu pour œ = o. Ceci posé, soit 

un produit infini absolument convergent dans lequel on suppose que tous les 
termes k„ aient leur valeur absolue moindre que un. En désignant par y, la dé- 
li principale du logaritlime de i+ «„, on aura 



Cette série reste convergente quand on y remplace tous le> 
-^> ■ ■ ■ par leurs valeurs absolues; elle a alors pour somme 

v„.-.-ioe((-|«j), 

le logarithme ayant ici la signification élémentaire. 
D'ailleurs, la série à termes positifs 

'!?'■ 

n..-i...». 

Il en résulte (n° 38) que la séde 
dans laquelle le logarithme a sa détermination principale. 
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de l'axe des [[nantîtes réelles. Nous aurons de même 

a) ih(T) = ^-i-2)ios(i-Q="). 

en supposant 

Q — e™', 

et, finalement, nous écrirons 

(Yi ) lh(T) - N ^' + i|ofe-[-{« + 6t)M + lli(-). 

Le nombre entier N est complète ment déterminé par cette éga- 
lité, ainsi qu'il résulte toujours du raisonnement du n" 181, puisque 
les fonctions 



lh(T) = lh(^-g), Iog[-(«+6.)M, lh(. 



sont univoques et continues pour les valeurs considérées de ■:. 

C'est la détermination de ce nombre précis, au moyen de a, b, 

c, d qui va désormais nous occuper : l'égalité précédente met en 

évidence que sa valeur ne change pas quand on remplace «, /;, 

c, d par — «, — i, — f, — d. 

220. Tout d'abord, nous allons substituer à la recherche de N 



valeur est manifestement une des ilctermlnations <lc 



il en L'ésulte aussi que la série à double ei 


ntrée 




2(-.)i 






où ntlp doivent prendre les valeurs i, s 
peut être ordonnée comme Von veut. Dan 


,3, ...,est absolumen' 
s le cas du texte, oCi l'i 
issaaces entières Je q, 


t converger 
>u a 1 5 i < 


-flos(.-,. 


-.=f..,-, 
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la reclierclie d'an autre nombril entier cjni ne dépend plus que de 
«, 6. 

Dans le cas où « et f* sont différents de zéro, on doit toujours 
supposer a et 6 premiers entre eus, puisque ad — hc est égal 

Regardons a, b comme des données; c, (^doivent alors former 
une solution a; =; c, y ^d à?^ l'équation indéterminée 



et comme ((, b sont premiers entre eux, toute autre solution sera 
donnée par les formules 

OÙ m est un entier quelconque. Soil d'ailleurs 

,_ c'^d'-. _ 
''' " ~âT~b^ '^'^^ '"' 

etW ie nombre qui dépend de n, i, c', d' comme N dépend de a, 
b, c, d; nous aurons 

lh(T') = !S' — -l-ylog[-(« + &-:)2]-+-lh-;. 

D'ailleurs 

ib(T') - lh(T .^ m) = i'Lt^^.}!! + 2 loge - Q'"); 

à latérite, on aurait dii, dans cette égalité, remplacer q = e™' par 



mais cette substitution ne peut que changer q en ^ q et, comme 
on ne voit figurer que des puissances paires de q, elle est inutile. 
On a donc 

lh(T')=lh(T) + »î^, 

et, par suite, en comparant les valeurs de lh(T) et Ui(T'), 

N + m = N', 
ou encore 
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Le nombre N — j- reste donc le même quand on subsÙLue à c, 
d, n'importe quelle solution de l'équation indéterminée 



en d'autres termes, il ne dépend que de a, b; il en est de même 
du nombre entier 6N — d el du nombre entier 
bN-a — d; 

c'est ce dernier nombre que nous allons chercher à déterminer; 
une fois qu'il sera connu, N sera aussi connu. 
Nous poserons (') 

et l'équation (-ii) qui définit N sera remplacée par l'équation 

<» "'(ïï?.) = '■■■'l,^,-^'' ..-+-!l.8H..^^»).l^li.x, 

qui définit le nombre [a, 6] quand « et fo sont différents de zéro. 
Dans le cas où a est égal à zéro, nous poserons encore 

en sorte que l'équation (x) subsiste; nous prouverons d'ailleurs 
dans un instant que [o, ft] est nul, et par conséquent indépendant 
de rf, ce que la définition précédente ne montre pas tout d'abord. 
Le nombre [a, &] est donc défini par l'équation (k) pour tout 
entier b différent de zéro et pour tout entier a. Le symbole [a, b] 
n'aurait aucun sens si nous y supposions 6 = 0, 

221. L'égalité (x), en y changeant ff, 6, c, (/en ^ a, — b, — c, 
— d, montre de suite que l'on a, pour tout entier b différent de 
zéro et pour tout entier a, 

(,) [-a,-b]=-[a,b]. 

D'autres propriétés du symbole [a, b] vont s'obtenir en faisant 
diverses substitutions dans la même égalité. 
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En supposant 
où y. el •' sonl des nombres réels dont le second est positif, faisons 

T, = — ,1 ^ V /. 

Les deux points t, T) sont symétriques par rapport à l'axe des 
quantités purement imaginaires. Les nombres t, — t, sont con- 
jugués; il en est de même des nombres ix, (Ti , et, par suite, des 
nombres 

ainsi les deux fonctions 

l'(^) = '/'H(i~?"'), h(^0 -'/'"'= 11(1-7'^") 

sont imaginaires conjuguées. 
Si l'on pose 



il est clair que les deux points t et t, sont dans la même situation 
relative que t et t, , puisque 



sont des nombres imaginaires conjugués ; les deux fonctions h(T), 
1i(ti) sont donc aussi imaginaires conjuguées. 

Comme les coefficients a, — b, — c, d de la transformation 



vérifient la relation arf — (— 6) (— c) = i, et que les points T, 
et Tf sont au-dessus de l'axe des quantités réelles, on peut appli- 
quer la relation (x) en j remplaçant t et t respectivement par 7, 
et T), et simultanément a, b, c, d par a, — b, ^ c, d. On aura 

<).) ih(TO=tiL=AIi^±^^,-^i|„gt_(«_èTon+ni^i. 
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Mais les valeurs principales des logarithmes tle deux quantités 
imaginaires conjuguées sont elles-mêmes des quantités imagi- 
naires conjuguées ". telles sont donc les fonctions 

log(i— 5-5") et log(i — y'2«), 
IK('ô) et lh(^,), 11i{t) et lh(T,). 
En se reportant aux équalions (y.), ()>), on en conclut 
{■2) |«,-6J = [«,6]. 

Cette égalilé jointe à l'égalité (i) 

\~a,-b]=-[a,b] 
donne, pour tout entier b différent de zéro et pour tout entier a, 

(3) i-a.b]^-[a,l,l 
d'où, en particulier, pour et ^ o, 

(4) [0,61 = 0. 

Ces égalités montrent que, pour le calcul du nombre [a, i], on 
pourra se borner au cas où a et Z» sont positifs. 

222.Changeonsmainleiiant,dansl'égalité(x),':enT + i, Comme, 
d'après la formule (s), on a 



-'^]og[,~i^ç,f" 






.tlog[-(« + ft-!-i^)2] + lkT. 



mais on a aussi, en remplaçant dans la formule (k) les nombres 
a, b, c, d par a-\-b,b, c + d,d, ce qui est permis puisque 
{a4-6)e? — (c + rf)Z> est égala i, 



tA±Él\ - [t' + ^r^l-^ 



^{las[-{a+b^/,-y]^ll 
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on en conclut 

[a + />,/>] = [a, h], 

et il en résulte par répétition, en désignant par n un entier quel- 
conque, 

(5) [a + n/>,h] = [^.h]. 

Ainsi les deux nombres [a, 6], [«', i] sont égaux si l'on a 

« = « (mod./,). 

223. Changeons aussi, dans l'égaiité (y.), -: en — -!■ ; il viendra 

D'autre pari, en remplaçant dans la même égalité (x) les nom- 
bres «, b, c, d par les nombres — b, a, ^ d, c, on aura 



Zhf.l^l±lr.i-^'- 



log[^{^b + azr] + lh(^). 



et la comparaison de ces deux expressions de Ih _ _^ — -_ va 
nous foirrnir une nouvelle propriété du symbole [a, b]. 
On a établi {n" 185) la relation 

,.(-^).^,.„, 

qui équivaut à la relation 

comme on s'en assure immédiatement en supposant (7. = o, 6= i 
dans la formule 

étatlie au n" 218 pour un entier positif quelconque b. 

On en conclul, puisque 11i{t) est l'une des déterminations de 
!ogl.(-). 
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k étant un nombre entier qui, toujours en vertu du raisonnement 
fait au n" 181, ne peut dépendre de t, puisque les trois fonctions 

sont univoques et continues pour les valeurs de t représentées par 
des points situés au-dessus de Taxe des quantités réelles; d'ailleurs, 
pour ■zr=i, on a évidemment ^ =:o; donc, on a dans tous les cas 



'>(- 



l„5(-,.) + ll„, 



et, par suite, 






224. Supposons maintenant a>-o, 6 >>o et faisons la remarque 
préliminaire que voici : Si X est représenté par un point situé au- 
dessus de l'axe des quantités réelles, on pourra prendre pour l'ar- 
gument 5 de ^ un angle compris entre o et ti; l'un des arguments 
de — x^ sera 2^ — ti, et cet argument est compris entre — -r. 
et +tc; par suite, le coefficient de t dans log(— «^) sera précisé- 
ment i\ — Ti, en désignant par log(^3:^) la détermination prin- 
cipale du logarithme. 

Soient donc \ [a, v les arguments, compris entre o et ti des 
nombres ■z,a-z — 6, a^ ~ qui tous ont pour coefficient de / un 
nombre positif. Observons que l'on a [j. > X : en effet, pour con- 
struire le point «T ^ 6, on peut construire d'abord le point az 
qui se trouve sur la même direction, ''partant de l'origine, que 
le point T, puis avancer ce point, sur une parallèle à l'axe des 
quantités réelles, dans Se sens des quantités négatives, d'une 
longueur égale à b : dans ce dernier mouvement,'il est clair que la 
direction qui va de l'origine au point mobile tourne dans le sens 
des rotations positives. Puisque l'angle [x — 7, est positif, inférieur 
à -TC et que ecl angle est \;ne des déterminations de l'argument de 
) il ne peut différer de v. Il réstilte de là que le coefficient 
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de / dans 

l0g[-(..-^yj+log(-TÎ)-|0g[-CaT-6)î] 

est 

Dès lors l'égalité (y.) conduit à la relation 

h a ' 

qui, en remplaçant [ — 6,«] par — [6,«], donne 

a[a,b]-y b[b, a^-\- a%^ b^ + i -^ ^ab ^o. 

Cette relation suppose a, b positifs ; mais il est aisé de voir, en fai- 
sant usage des relations (i), (a), (3), que l'on a, dans tous les cas 
où « et 6 sont différents de zéro, 

(6) a[CT, 6]+è[;6, aJ + (t2-4-Ès^-i — 3aèsgji«i = o, 

en désignant en général par sgnA, où a est un nombre réel quel- 
conque difTérent de zéro, l'unité affectée du signe + ou du signe -— 
suivant que a est positif ou négatif. 

225. Cette relation (6), jointe à la relation (5) 

permet, dans le cas où a n'est pas nul, de ramener le calcul du 
nombre [a, b\ défini par l'égalité (x) au cas où le nombre a est 
égal à ±1. En effet, la dernière relation montre que l'on peut 
toujours remplacer n par le reste de la division de a par b, en 
d'autres termes supposer | « | <; | fe ] ; cela fait, !a relation ((5) ra- 
mène le calcul de [a, 6] à celui de [6, n]; on remplacera encore b 
par le reste de la division de b par a, etc. Les nombres que l'on 
substitue successivement a a, b sont les nombres mêmes que l'on 
trouve comme restes dans l'opération du plus grand commun di- 
viseur ; puisque a et i sont premiers entre eux, deux restes consé- 
cutifs sont toujours premiers entre eux et le dernier reste est ± i , 
en sorte qu'on est ramené à calculer [it i, «]. 
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226, Le calcul des nombres [i,«], [— i, «], où a esL un entier 
différent de zéro, n'offre aucune difficulté. 

La relation (6) donne en effet, en y supposant i =; i , 

comme, d'après les relations (5) et (/t), on a 

on peut écrire 

(7) [!,„] = 3«sgn«-«^-^=^-(«-sgna)(«-asg»«). 

On déduit d'ailleurs immédiatement de la relation (3) que l'on a 

Dans tous les cas, la recherche du nombre [a, l>] est ainsi rame- 
née à des opérations purement arithmétiques. 

Il serait aisé de démontrer que ce nombre est toujours pair : 
nous ne nous arrêterons pas à cette propriété dont nous n'aurons 
pas besoin. 

227. Nous calculerons encore [«, a] et 'a, a]- 

On doit nécessairement supposer a impair; en ajoutant à a un 
nombre convenable de fois a, on ramènera a à être égal à l'unité; 
mais la formule (7) montre que[i, 2] est nul; on en conclut 



On a ensi 


litc 


d'où 


a\a,:l 


(9) 


['■ 



228, Notre but est de ramener le calcul du symbole [«, 6] i 
celui d'une autre expression qui joue un rôle considérable er 
Arithmétique et que l'on désigne par le symbole 



(!)• 
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introduit par Lcgendrc et gcncralisé par Jacobi : c'est M, Hennile 
qui a montré (') le rôle de ce symbole dans la théorie qui nous 
occupe, rôle que Jacobi avait d'ailleurs soupçonné {^). 

Ce symbole peut élre défini dans le cas où les nombres a, b sont 
des entiers impairs premiers entre eux dont l'un au moins est po- 
sitif, par les propriétés suivantes : 

i ° Si a est positif, on a 

5," La congruence 

« = lï' (modft), 

oi'] a' est comme a un nombre impair et b un nombre positif, en- 
traîne 



3" On a, en supposant que l'un au moins des deux nombres a 
et b est positif, 

4" On a enfin, en supposant « > o, 

La propriété 3° est ce que l'on appelle la loi de réciprocité. 

229. L'existence, pour chaque couple de deux nombres impairs 
a, b, premiers entre eux et qui ne sont pas négatifs en même temps, 
d'une fonction numérique (v) qui jouisse des propriétés précé- 
dentes résulte en Arithmétique de la signifiealion du symbole ( t j 
dans la théorie des restes quadratiques comme aussi de diverses 
expressions analytiques que l'on en peut donner. Nous n'avons pas 
à y recourir, car cette existence nous sera assurée par la question 

(') Journal de LiouvUle, a' série, t. IIE, p. afi. 
(■) Werke, t. HI, . 189. 
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même qui nous occupe : nous avons seulement à observer que, 
si l'on admet celte existence, les propriétés i", 2", 3", 4° p^i'- 
mettronl de calculer le nombre ( -r \ toutes les fois que les nombres 
rt, b seront donnés. 

En effet, la propriété 1" permet de supposer toujours que le dé- 
nominateur du symbole est positif. Si main tenant a est plus grand 
en valeur absolue que è, on déterminera le nombre entier n par 
les conditions 

et l'on remplacera a par celui des deux nombres o,~inb, 
a — 2nb — 2& qui est, en valeur absolue, moiodre que b; soit «, 
le nombre choisi, qui est évidemment impair et premier à ô ; on 
aura à cause de (2), 

Si «) se trouve être égal à ± t , la propriété 4" donne la valeur 
du symbole (t); s'il n'en est pas ainsi, on ramènera le calcul de 
( -^ I au calcul de f — J par la formule 

qui résulte de 3"; on traitera { — ) comme on a fait pour ( 7 )> et 
comme, en continuant ainsi, les termes des symboles successifs 
sont des nombres entiers de plus en plus petits en valeur ab- 
solue, on finira toujours par être ramené à calculer un symbole 
de la forme ( ^ ) à dénominateur impair positif, symbole dont la 
valeur -h 1 ou — i sera donnée par la propriété 4°- 

Dans celte suite d'opérations, chaque symbole f ^j est égal 
à celui qui le suit, ou à son inverse, multiplié par ± i. Comme 
le dernier symbole I ^- J est égal à di i , il en est de même de tous 
ceux qui le précèdent et du symbole ( -r 1 lui-même. 

230. Observons que le même raisonnement et 
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clusions subsisteraient si, en conservaût les propriétés 2°, 'i°, 4°; 
on remplaçait la prejnière propriété par la suivante 

le sj'mbole (-rj ainsi défini serait encore égal à ± i et par consé- 
quent serait exactement le même que le précédent. 

Dans l'un et l'autre cas la loi de réciprocité penl être remplacée 
par la formule suivante 

Enfin nous aurons encore besoin de la définition du symbole ( r ) 
quand a est pair; b est alors nécessairement impair, si l'on veut 
que les nombres a, b soient premiers entre eux. Nous convien- 
drons alors de prendre 

n étant un nombre entier impair tel que des deux nombres im- 
pairs a~+-nb et b l'un au moins soit positif; la définition est 
évidemment indépendante du nombre n et le symbole ( — - — ■ J 
se calculera par la règle précédemment exposée. 

231 . Après cette digression sur les seules propriétés du symbole 
(-rj dont nous ayons besoin pour le moment, rappelons que, dans 

l'expression (5) de b(T), c'est la quantité e " qui figure. D'après 

la relation (Q), cette quantité est égale à e'^* ' ' . Les pro- 

priétés (!)•■■ (7) du symbole [a, b] amènent à recbercber quelle 
est sur cette expression, l'influence de l'interversion des lettres a, 
b, à laquelle il faut faire correspondre le changement de c, d en 
— d, — c de manière à vérifier l'égalité 

Soit donc 
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on aura 

et, par conséquent, 



en vertu de l'égalité ad — bc=i et de la relation (6), qui montre 
que N + N' est égal à 3sgn(a6). 

232. On est amené à chercher à modifier, par l'adjonction d'un 
facteur convenable, la racine vingt-quatrième de l'unité considérée 
de manière que le produit qui remplacera 

soit égal à 



au lieii d'être égal à e ' 

Bornons-nous d'abord au cas où les nombres </, b sont impairs 
et positifs. Le problème posé sera résolu si l'on trouve une fonc- 
tion '^{o, b, c, d) qui représente toujours un nombre entier et 
telle que l'on ait 

^{a,b,c,d)+'^(b,a,-d,~o) = —^a-l){b-l)-^, 

car ou aura alors 



[on a écrit cp et ç' à la place de fs(a, 6, c^ d),'f{b, a, ^ d, ~ c)]. 
Or l'équation de condition peut s'écrire 

<fia,b,c,d)-hif(b,a, — d, ^ c) = 3 {a -h b — Q.)- ^ab-h abibo — ad), 
et l'on voit qu'on y satisfait en posant 

f {a, b, c, d) = 3[b — i)-^ ab^c — ab — ao — bd. 

233. Nous sommes ainsi amenés à considérer la fonction des 
quatre nombres a, b, c, d définie par l'égalité 
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OÙ M est un entier défini par l'équation 

Nous n'imposons plus, pour le moment, aux nombres «, b 
d'autres conditions que d'être premiers entre eus el nous allons, 
dans cette hypothèse, établir les propriétés de la fonction 
(rt, b, c, d). Tout d'abord, elle ne dépend que des deux nombres 
«, 6, uar si l'on y remplace c, d par c -h na, d -\- nb, M est rem- 
placé, comme il est aisé de le voir, par 

M + «(«^-i)(6^-.); 
or l'un des nombres a, b est impair, l'un d'eux n'est pas divisible 
par3; il en résulte que le produit (a-— -i)(6' — i) est divisible 
par 24; l'accroissement de M étant divisible par 24, la fonction 
(a, b, c, d) n'est pas modifiée par la substitution à c, d d'une 
solution quelconque de l'équation indéterminée ay — bx = i. 
C'est ce que l'on avait annoncé. 

11 conviendrait d'après cela de faire disparaître C, d du symbole 
(a, b, c, d) el d'écrire par exemple («, b) au lieu de {a, b, c, d). 
Nous conserverons cependant la notation (a, b, c, d) pour faciliter 
au lecteur l'intelligence des calculs qui suivent. 11 est entendu que 
si, a, b étant donnés, on adopte pour c, d une solution de l'équa- 
tion indéterminée précédente, on pourrait tout aussi bien en 
adopter une autre. 

234. Des calculs très faciles montrent qu'aux propriétés (1 — 9) 
établies pour le symbole [a, b] correspondent pour le symbole 
(«, i, c, d) les suivantes 

(a,b,o,d)(a, — 0, -c,d) = — i, 

ia-hb,b,c-h d, d) = e"^''"'''"'"'''"^'"(«.6,c,rf), 

(a, 6,c, (^)(6,«, — (^, — c)-e~"ï""''"'"*~""'^'''''''^", 
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â3â. La troisième de ces formules coïncide avec la loi de réci- 
procité relative au symbole ( r) qwand ab est positif : nous nous 
rapprocherons de ce dernier symbole en introduisant à la place de 
(a, 6, c, d) le symbole -r relatif à deux entiers quelconques a, b 
premiers entre eux et défini par l'égalité 



Aux propriétés précédentes de la fonction numérique {a, b, c, d) 
correspondent les propriétés suivantes de la fonction numérique 
y 1, où a et ^ sont premiers entre eux, 



mM-^ [^]^ [!]-'■'- 



\m 



m 



En écrivant, en dernier lieu, -, on suppose naturellement 
que a soit impair. La troisième de ces formules pourrait être re- 
gardée comme la loi de réciprocité relative au symbole r ■ 

236. Dans la seconde de ces formules figurent les nombres c, d 
dont elle est indépendante. En effet, si b est impair ou s'il est divi- 
sible par 8, le nombre ^{^^ — i) est évidemment divisible par i^; 
dans ces deux cas on a 



-m 



si a est congru à a (mod. b). Si b est le double d'un nombre pai 
sans être divisible par 8, 6 (6^ ^i) est divisible par la et, comm 
2 c -t- rf est impair, on a 



[m~'W 
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Enfin, si b est le double d'un nombre impair, comme on a 

et que i+ 2« est divisible par 4, on en conclnt que 21; + rfest 
de la forme 4" + i ou de la forme /\ii — i suivant que a est d'une 
l'orme ou de l'autre. On a donc 



^^^\î\^""-"^m''^ 



011 il faut prendre le signe supérieur ou le signe inférieur suivant 
que a est congru à 4- 1 ou à — 1 (mod. 4)- 

Il résulte aisément des diverses propriétés du symbole v 
que ce symbole est toujours égal à l'un des quatre nombres ± i, 
±: i. Il suffît de raisonner sur ce symbole comme on a fait au 
n» 229 sur le symbole (^y 

237. Dans le cas oii a, b sont des nombres impairs dont l'un au 
moins est positif, on voit qwe l'on a 



l][^ 



m\ 






La dernière formule suppose naturellement que n soit positif. 

On en conclut que si a, b sont deux nombres impairs, premiers 
entre eux et dont l'un au moins est positif, le symbole j est 
identique au symbole ( y ) de Legendre, généralisé par Jacobi. 

Lorsque a est pair et b impair, on doit prendre 

(J)^(^). 

où n désigne un nombre impair; mais alors a -H nb étant impair 
et l'un des nombres « + nb, b étant positif, -■■ , - - est idcn- 
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titiue à ( — j — ■) en verUi des remarques antérieures relalives 

Le symbole \-r\ est donc identique au symbole ( j 1 dans tous 
les cas oà ce dernier symbole a été défini : il doit en être re- 
gardé comme la généralisation. 

238. Si l'on applique successivement les relations (^), (v) 
et (p), on a 



En réunissant les résultats acquis, on voit donc qii 
mettre dans tous les cas la relation (S) sous la forme 



(Xi,v„) h(T)-UU ,.>'''■' ' ■' '■t/„(«^ 



l'argument de y/ — (n + bx)- étant compris entre — 7 et + ^ et 
le symbole 1 -r étant défini par les propriétés ci-dessus du n" 237 
qui permettent de le calculer. 

239. On en déduit immédiatement les valeurs des racines hui- 
tièmes de l'unité e, z' , s", ^"' qui figurent dans les formules (XLII). 
D'après la formule (p), on a, dans tous les cas, 

h(i) = '>v^^^6Th(T). 

En élevant au cube les deus membres de cette relation, puis rem- 
plaçant b3(T) par sa valeur tirée de la relation (XLV,:^), on a 
immédiatement 

(xin.) •=[?]' '""""■""""". 

d'où, par les formules (XLll,_s), 
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Le problème posé au n° 179 csL donc résolu. 

240. Od peut écrire la formule (XLVis) d'une manière un peu 
diEFércntc de façon à n'y faire figurer que le symbole de Legendre- 
•Tacobi. 

L'un des nombres a, b est impair et comme l'on peut dans 

1 := T— changer les signes de a, i, c, cl, on peut toujours 

supposer que c'est le nombre dont on sait qu'il est impair qui est 
positif. 

On distinguera donc deux cas : 

1 " b impair et positif. Alors on a 

ei, comme on l'a vu au n" 218, 

ia partie rccUc de la racine carrée étant positive. 
Mais, comme b est positif, on a aussi 



,si l'on entend par ^— i{a + 6t) celle des deux déterminations de 
la racine dont la partie réelle est positive : les arguments des deux 

quantités e ^ja+b-: et <ij~i{a + b-i), dont les carrés sont 
égaux, sont, en effet, tous deux compris entre — y et + -■ 

On a donc, dans ce premier cas, puisque b'-—i est divisible 

(XIV,.) •'(') = (f)'''"«"'^'""""""""'"V^'l« + ix)l,(,). 

a" a impair et positif. En appliquant ia loi de réciprocité du 
symbole j donnée au n" 23o, on a, puisque a est positif, 
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Mais, puisque a est impair, - est certainement identique à f - ji 
dont la valeur est + i ou --- r ; on peut donc écrire 

D'ailleurs, comme on l'a vu au n° 218, on a aussi 

la partie réelle de la racine carrée étant positive. On a donc, dans 
ce second cas, 

Le coefficient de dans rexponcntlcUc est égal à 

^(i — a)-\-2ab -^ acb^^ac — bd = Z(i — a) -h ah -h a-'bd — ac — bd: 
on aura donc finalement 

{XLVM h(T)= (|)/Ve-^"""-'^'-'''""=-'V^Tï^ii(^)- 

Les formules (XLVIs.e) ont été données par M. Weber ('), 
qui en a présente la démoastration sous forme de vérification. 

Sii. On peut aussi écrire la formule (XLTIij) de manière à 
n'j faire figurer que le symbole (^-1 de Legendre-Jacobi; il faMi 
encore distinguer le cas où b est impair et positif de celui où a 
est impair et positif. On arrive aisément aux résultats que voici ; 

i" Si b est impair et positif, on a 

(xui.) .= (?);— "i— 

2" Si a est impair et positif, on a 

(xi,rr.) . = (?;);— -."'--. 



{') Elliptische Faiictioneii, p. j 
T. el M. - IL 
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Si l'on suppose que a et b sont impairs et positifs, ce qui ne 
peut arriver que dans les cas 3° et 4" du Tableau (XX^), les deux 
formules coïncident, comme il résulte immédiatement de la loi de 
réciprocité et de la congruence 

ai_ac-Hèrf — 2«— -iô-l-îso (mod. 8) 
qui a lieu en vertu de la relation ad — 6c = [, lorsque des quatre 
nombres entiers a, b, c, d, un seul, c ou d, est pair. 

g VII. — Transformation quadratique des fonctions Thêta. 

242. Aus formules précédentes qui concernent le cas où les 
quatre entiers a, b, c, d caractérisant la transformation considérée 
sont liés par la relation ad — bc = i, viennent s'ajouter, comme 
dans l'étude des fonctions du, d^u, d'autres formules qui concer- 
nent le cas où le déterminant ad — bc est un entier quelconque. 
Cet entier est Vordre de la transformation. Nous envisagerons 
(l'abord le cas où il est égal à a. 

Le raisonnement du n" 130 s'applique aux fonctions 2f(i') 
aussi bien qu'aux fonctions fjii, ^hH, avec cette restriction que les 
systèmes de demi-périodes improprement équivalents au système 
(oj,, tDg) sont exclus {n° IM) pour les fonctions ^(c). Il suffit 
donc de considérer la transformation d'ordre a où l'on change u, 
en — sans cbanger Wg, ce qui revient à cbanger c en ai" et t en 2 1, 
et la transformation d'ordre 2 où l'on cbange W3 en — sans 
changer w, , ce qui revient à changer simplement t en - ■ La pre- 
mière de ces deux transformations est la transformation deLanden, 
la seconde est la transformation de Gauss. 

243. En combinant les formules concernant ces deux trans- 
formations et celles que l'on en déduit immédiatement concernant 
les transformations inverses, entre elles et avec celles déjà éta- 
blies qui concernent la transformation linéaire, on aura toutes les 
formules de transformation quadratique des fonctions 2r(c), Les 
formules de transformation dont l'ordre est une puissance entière 
de 2 s'obtiendront de même, par la combinaison et la répétition 
des transformations précédemment définies. 
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244. Nous allons donc chcrcber à exprimer, d'une pari, les 
fonctions ,3(2f|aT), d'autre part les fonctions 3/c^j, au 
moyen des fonctions ^{v |t). 

Nous désignerons, comme nous l'avons déjà fait à propos des 
fonctions tf M, daii, par de petites capitales, les constantes relatives 
aux fonctions fi [«1^1 (Dj], cia( h | "^ î oijJ et S(9.c|3t). Ainsi 
nous poserons 

Q = çî =-■ eî 

Les quantités q, Qa, yi, Qs, Qj sont d'ailleurs lices par les 
mêmes relations algébriques (X.XVlIl5_o) que les quantités q, q^i 

Nous désignerons de même par de petites capitales accentuées 
les constantes relatives aux fonctions rf f « [ (d, , — ^ j, ^a[u\i>>\.—\ 
et S(''!^)- ^insi 

io« = TT(i - q-'\ c', = iT(i -^ 1"), 

On a évidemment, d'après les expressions de Qc, q^, 

(XLVilO Qa = qaqu o,^=ï!'?3= ^' 

d'où l'on tire inversement 
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De même, d'après les expressions de q^, q\, qÔ, q[, on ii 



(XLVlIls) o;^y„y3, q;= — ^yiy,. 

245. Transformation de Landeii. — Si l'on passe des fonc- 
tions rf, rfa aux fonctions Sf au moyen des formules (XXXIIIt^,), 
on a le moyen d'exprimer les fonctions Sî(ai' ] 2t) au moyen des 
fonctions Sr(f Jt). Par exemple, la formule (XXll, ) 






A cause de la valeur (XXU^) de Hi, on voit que le facteur expo- 
nentiel est le même dans les deux membres; on trouve ensuite 
très facilement, en réduisant au moyen des relations déjà écrites 
(X.LVIL) entre Qu, Qa, ^o, ?i, ^ï, '/'s, 'a formule 

On a d'ailleurs 



la dernière égalité ayant lieu en vertu des formules (XXXVl^) 
qui seront d'un usage constant dans ce qui suit. 

On trouve de la même façon, au moyen de la formule (XXIIlj), 






Au reste cette dernière relation aurait pu anss 
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celle relative à 2ri(3('|2T) en remplaçant c par v H- - et en se ser- 
vant des formules (XXXIVo). On a, en effet, par ces formules 

et il suffit de remplacer dans l'égalité qui donne l'expression de 
S, (3u| 2t), pour avoir celle qui fournil l'expression de £r,(2C | ar). 
Inversement, par la même opération, on passerait de cette seconde 
formule à la première. 

Si maintenant on fait la substitution des fonctions & aux fonc- 
tions rf dans les formules (XXIII,); si l'on remplace ensuite 
y'ei — fis , v/c) — Cg par leurs valeurs (XXXVlj, ^ ) 



D'ailleurs on trouve très aisément 

^ Q'QoQ^ _ T i_ 

On a donc 

Exactement de même, en parlant des formules (XXIII2), 00 



4q*Ooq! 
et l'on a d'ailleurs 
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246. On prévoit que l'on doit pouvoir transformer l'une dans 
Vautre les relations qui fouraîssentles expressions de ^(^(ac | 2 ■7), 
S3(2t>| a-r), en changeant c en f + - et en se servant des for- 
mules (XXXIV e). Mais tandis que, tout à l'heure, ce changement 
ne nous a rien donné de plus que ce que nous savions déjà, il va, 
celte fois, nous donner des relations entre les constantes. Si, en 
effet, dans les relations du numéro précédent, OQ change c en 
V + ^1 on trouve, après des rédactions immédiates, 



Ces formules comparées aux précédentes donnent 



&s(ohO 

4 0'* Qo 0^ 



»3.Ci") ' <„:„.„. lUti-ti) - 3î(o)-3i(o) 






(XLviï,: 



3.(»1") ' 
î!i,(o|»,) îa.(o|«) ' 

a.(»)3. (-) 



3,(.»|a,)= = 

|a,CMl«) 

ja.(»«la,) 
et l'on a, d'autre part, 

relations auxquelles il convient d'adjoindre les relations suivantes 
obtenues en faisant i^^odans les deux dernières formules de 
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transformation et dans la première divisée préalablement par !>, 

f a&',(oh-:)&i(o|2t)-&Uo)S!(o). 
Les deux avant-dernières formules sont d'ailleurs une consé- 
quence des relations (XL VII.) 

<Ji>-?o?i, Q3---?sîs, 
de même que celles qui les précèdent équivalent à celles-ci 

(XLVIIO , 

' 8q'o|oî= (/liqi—gl)- 

Ainsi, comme on a Q-:^q, on voil que les quantités q^, q,, q^, 
Qs s'expriment algébriquement au moyen de q, qa-, q,, q^, q^. De 
même pour les fonctions 2f',(o|2T), ^^(oIst), â3{o|2T), 
2r,{o|2T) et les fonctions 2f',(o),Sr2(o), ^^(o}, Sr, (o) de la va- 

247. Transformation de Gaiiss. — Les formules (XXIV), 
XXVj^a) qui expriment rffw | w,, —\, da{u\<a,, — ) au moyen 
de (i{M I W), Wj), da{u \ w,, wj), permettent d'exprimer, d'une ma- 
nière toute semblable les fonctions 2f( c - J au moyen des fonc- 
tions 2[(f !■:). Nous ne développerons pas les calculs qui présen- 
tent exactement les mêmes circonstances que ceux de la trans- 
formation de Landen, que nous venons de faire. 

On trouve directement , au moven des formules ( XXIV) , 
XXV, \ 

3 / J ; V a,(.)5.(^) _ a3.(i.)3,(») 



''i'Wi 



et l'on passe d'une formule à l'autre par le changement de f en 
ç-j-l. An moyen des formules (XXV^.i), et en tenanl compte 
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de la relation (XX[V,), 



a a ensuite 



'■(•!;)= iàfi"'"''-"»'' 



9oUàH-4î*?ï) 



lijj(')-aui')l- 



puis, par le changement de v en c H — , 



V?i — ^'î'zli) 



il'où l'on conchu les foi-mules 

/ ixy aa.(i.)a.(>) 



^'^^" M»|:-) "" M»lo ' 

et les relations 

(3;(„|^)3,(o|;i)-,s;(.)3.(o), 
|..(„j^)..(„|^)..,,.), 

XLVIH.) ( S>(^oU)=,j3,(o)a.(o), 

3s(ojî) = as(o)+9î(o), 

1 3i(oij) = 3|(o)-3î(o). 
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qui équivalent au: 


X siiivanLes : 




/ Qi = ?(î., o'i-îi?!, 


(XLVino 


) 2îgîl = Qo'[Qî*-i-Q3']. 



donl les deux premières onl déjà été établies au n" 244. 

On peTit vérifier que les rulalions (XLVIII^) sont, au fond, 
identiques aux relations ( XLVTI)) ; on passe des unes aux autres 
en changeant -u en -- 

248. Les relations (XLVII2) qui lient algébrique ment les quan- 
tités q, qa, q,, q^, q^ aux quantités Qu, Qi, Q», Qî et les rela- 
tions (XLVIlIa) qui lient algébriquement les quantités Q', Q[,, 
Q'it Qî' Q's ^"^ quantités qa, qi, q^, q^ pennetient d'établir des 
formules intéressantes concernant la transformation quadratique 
des fonctions modulaires b('î), 3{t), 'Î'(t), x('ï)- 
La définition de la fonction h(Tr) donne 

en élevant les deux membres au carré et en faisant usage de la re- 
lation (XXXVl,), ^'2(0) ^ açoiy'î'ï on a donc 

(XIJX,) 2hH3T)=h(^)&,(0). 

On a de même 

d'où, en faisant usage de la relation 2r,(o)--i qaq\, 

(XLIX,) h^(^)=.h(^)2r.(o). 

En changeant dans cette dernière égalité t en -: + i . et en faisant 
usage des égalités (XLIILs) et (XLV,), 

on a aussi 
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249. Si l'on icsoul par rapport à g,, q.^, q^ les éi]\w- 
lions(XXXVni,,,, 5)qiiidéCmsseiilo(T), >K-), xW. on tton« 







-^ 


eti 


l'on aura de même 






''°k3ï(^' 


-iil 



Q.-y»? 









En portant ces valeurs dans les relations (XLVIIi) 

on tronve, après des rcducliojis immédiaLes, les trois formules 

I(2T) '"ï>(,)' 

y3x'(')?'(')-l'(")[n- ♦•(')]. 

yix'(') ?'(')?'(")- ï'(a')[>~t'(x)l- 

A canse de la relation ^'{t)— <f(T) 'Î^(^), la première de ces for- 
mnlcs pent s'écrire 

(XLIXO <.(2t)ç(T)„;/Jï(,)x(«); 

en éliminant 'j^^H^)' "^ a ensuite, i» l'aide des deux autres for- 
mules, les relations 



(XIJXO ,,i(")" 



-♦•(X) 



A cause de la formule 'j:'{t)H- '^s(-:)= i, on a aussi 

J'oii l'on tire, on extrayant, la racine carrée et en observant que 
les deux membres doivenl être positifs pour t purement imagi- 
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(XI.IX.) ?■<")= 77?^ = V(^' 

250. En remarquant quels transformation quadratique ( ; — \ 
équivaut à la suite de transformatious 

en appliquant ce résiillat à la fonction /(") et en tenant compte 
des formules (XLV) et (XLIX^), on trouve sans peine 

Observons aussi qu'eu changeant t en f dans les formules pré- 
cédentes, on en tire 






251. Enfin les résultats précédents permettent encore de ra- 
mener les fonctions ^, 'lf,yà la seule fonction li. 

Dans la formule Qo = ^»g'a, changeons t en i h-t et désignons 
par Q° ce que devient le premier membre ; comme rjii ne cliange 
manifestement pas, et que q^ se transforme en (/j, on aura 

QS = ?■)?.. 
Soit aussi 

on aura 

d'où, en se reportant ans expressions de li(ax) ■■=^ q'^ qa q,, 
h.(--j=^g^''q^q3 et aux définitions des fondions (f>{t}, 'î'('^^' 
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'^(t), on trouve de soûe 



,(,)„, /S'^i - 



i(,)„ï'i- 



Nous nous conlenterons d'observer ('), relativement à ces for- 
mules, qu'elles permettent de déduire les formules de transfor- 
mation linéaire des fonctions modulaires rp('ï), 4'(t), x('^)ï ^^ 
celles que nous avons établies pour 1i{t). On obtient ainsi, dans 
les six cas du Tableau (XXd), des formules équivalentes aux for- 
mules (XLVI) . .2), mais affectant une forme différente. 

252. Les formules 



(XLIXo) 






qui expriment g^i Çtt ?2i ?3 ^0 fonction de t, se déduisent immé- 
diatement des formules de déGnîtion des fonctions /i(^), <p(~), 
'H')' X('^) et des formules (XLIXs). 

2S3. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, 
on obtient les expressions de 2ri(ai'), Sa+i(2<') au moyen des 
fonctions &(<'). 

La première des formules (XLVII3), par exemple, peut s'écrire, 



( ' ) Cette intéressante remarque est dae à M. Dedetind : Ueber die Théorie der 
elliptischen Modulfunctionen {Journal de Crelle, t. LVIII, p. a83). Dans les 
ElliptUcke Functionen de M. Weber, lea résaltats sont donnés pour les fonctions 
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en changeant x en -i 

mais, d'après la formule (Xl.VUIa), on a 

I \,\ a5,(|.h)a.(Ht) 



'■('11) 



s,(,.i.)a,(i.|T) , 
K°ll) ' 



donc, comme, d'après la formule (XLVill.i), on pcnl, remplacer 
2lr;(o - ) par le produit 2 3ï(o]t)33(o |t), on obtient la relation 

On a (le mcme 






5 K'')^ï('')-^U'')Sr!(") 



VIII. — Transformation d'ordre impair des fonctioas 3. 

âS-i. Dans l'éUidc de la transformation des fonctions S, nous 
n'avons envisagé jusqu'ici que les cas où l'ordre de la transfor- 
mation est égal à I, à 2 ou à une puissance entière de a. Novis al- 
lons étudier maintenant les transformations dont l'ordre est im- 
pair et positif, transformations qui se ramènent (n" 130) à celles 
011 l'on change w, en ~ sans changer 0J3, ce qui revient à changer 
\> en nv et t en «t, à celles oii l'on change w, en — sans chan- 
ger Wi, ce qui revient à changer seulement x en -^j et aux trans- 
formations inverses. 

En combinant les formules de transformation que nous obticn- 
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drons ainsi (' ) enlre elles et avec les formules de transformation 
linéaire et quadratique des fonctions 3, on peut obtenir en effet, 
d'après le théorème démontré au n" 131, les formules de transfor- 
mation d'un ordre quelconque positif Q. Il n'y a d'ailleurs pas 
lieu de considérer celles dont l'ordre est négatif, car nous avons 
supposé essentiellement (n" 131) que les coefficients des parties 
imaginaires des rapports — et rr^ des périodes à l'aide desquelles 
on forme les fonctions 3(i') sont positifs. 

253. Nous allons donc chercher à exprimer, d'une part, \c>. 
fonctions 3(7it!]nT), d'autre part, les fonctions Sfc -1 au 
moyen des fonctions St(c | t). 

Nous désignerons, comme nous l'avons déjà fait à propos des 
fonctions du, daU, par de petites capitales les constantes relatives 
aux fonctions rf( h — , w, ), da_(u\-^ > i^A et 3 (ne | «t). Ainsi, 
nous poserons dans ce paragraphe 

Q.-fI(. + ?"«■'->'), Qi--J|{i -?'"*-'-"). 

Les quantités Q, Qu, Qi, Qa, Qa sont d'ailleurs liées par les 
mêmes relations algébriques que les quantités q, q^, ^i, q^, q^. 
Nous poserons aussi, pour abréger, 



Til^ =«7 = 5^'^'' 


"-■li 




"^ Â7 


= ~Q?Q"S 


Ul 


%<P) = ^ = 2??yoçS 


%{o\ 


«t) 


'"â; 


= ^QlQoQS 


%i°> = ~ =qî9'>' 


5^(0 i 


n-.) 


^ Âi 


-QIQo. 


S,(o) =i-=g^9„ 


S,(o) 


n^) 


^ Â^ 


-QiQ., 


(') II suffirait même de ne consii 
tion est un nombre premier impair 
simplification auï formules que noi 


Jérerque 
LIS allons < 


le cai 
étaWir 


i où l'oi 
îtriclioB 


■dre de la transforma- 
L n'apporterait aucune 
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ce qui permet d'écrire comme il suit les formules (XXSIII)_i), 
qui relient les fonctions rf aux fonctions S, et celles que l'on en 
déduit en cliangeanl (o, on — : 

En substituant ces dernières formules dans celles (XXVIi) qui 
expriment les fonctions -ilul — y W3I, da(u\ — ' W3). au moyen 
des fonctions du, ^kï*, nous aurons immédiaLement 

A,s,(».i»,)...'.,s,(„n^^, 



où r doit prendre n — e valeurs entières dont aucune ne soit di- 
visible par II, non plus que la différence de deux quelconques 
d'entre elles, et on fp représente l'expression 

En se reportant à la valeur de h, (XXI5), on voit de suite que 
celte expression est nulle. On a donc finalement 

3,(„,i»,).|-;3.wn477.Y- 
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Les constantes ■;--"-' sont des' fonctions de q. Il en est de même 
dos produits 



qui figurent en dénominateur. On peut évaluer chacun de ces 
quatre produits en supposant que r parcoure seulement la moitié 
des valeurs qu'il doit prendre, c'est-à-dire, d'une façon précise, 

en supposant qu'il prenne valeurs r,, /'s, . . . , /-„_, dont 

auciine ne soit divisible par n, non plus que la différence ou in 
somme de deux quelconques d'entre elles; les — ; — valeurs res- 
tantes seront congrues, dans un certain ordre, suivant le module «, 
à celles-là changées de signe, et le produit correspondant sera 
égal, au signe près, au produit que nous allons calculer, comme 
on le voit tout de suite en se reportant ans formules (XXSlVa^j). 

2o(i. Pour évaluer les produits 

r-"-' ■^)' 

reportons-nous ans formules (XXXU^., 4,-j), et reinplaçons-y 
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d'ailleurs, si l'on pose 
ctlcproduil 



]J(,_^.v,,.)(,_ç.v,-,.) 



comme on le voit en se rappelant que les nombres 

n'étant point divisibles par n, non plus que la ditfférence de deux 
quelconques d'entre eux, sont congrus {mod. /i), dans un certain 
ordre, aux nombres i, 2, . ■ ., n — i, et que l'on a, s étant une 
racine primitive ri''™' de l'unité. 

On peut donc ceiûre 
et, de même, 

r '■'■•■' 'V)- 

T. et M. - II. a 



y Google 



i3o 






ils s'évaluent sans peine comme li suit. D'abord le signe dn pre- 
mier dépend du nombre de facteurs négatifs qui y figurent : or 
sin — est positif on négatif, suivant que la partie entière E(-] 
de -> définie par les conditions précises 

est un nombre pair ou impair; le signe du premier produit sera 
donc celui de 

De même, puisque l'on a 



le signe du second prodiiit sera celui de 
D'ailleurs les nombres 



étant certainement congrus, dans un certain ordre, suivaiii 
dule n, aux nombres 
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sont cerf.ainement congrus, dans un ceruin ordre, aux nombres 



(1 sorte que l'on a (') 



^n-ï-n- 



( ') Voici l'un des procédés qui condui 



3ï( ■-■! valeurs de 
S", (A' = 1,3,.. 



On s d'ailieurii 



arquant que I I a^t est égal à i, o. 



<->-'n-î=n-"*?=i=^n (•:-)■■ 

v=l m v^l 

Or si, dans Tiiquatioii proposée, on fait 

on forme l'équation en » 

dont les racines, qui ne sont autres que les valeurs distinctes de x\ - 
pour produit (— i)"-'/!. On en conclut 



n-'"î=.; 
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On en conclut d'aliord 






uisqui; les deux incmlires sont éviileEiiriitiit positifs. On en dédui 



n 



0[i linuvc de iiiÉii 



(') La première de ees formules donne un résultat asscK intéressant en auppo- 
Cette identité est duc à Enlcr, 
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257. Les mêmes formules s'appliqueraient aussi aux 

nombres >\_^^, '^,+31 ■ • ■ 1 ''«-n qu'il faut adjoindre aux nombres 
j-, , r-i, . . . , '\_^ pour former la suite complète /■, , /"s, . . . , r„_, . 

En supposant la première égalité LI2 écrite pour ces valeurs de 
/■ et en multipliant membre à membre avec ceUe même égalité, 

On a aussi, pour les mômes valeurs de /■, 

D'ailleurs, on voit tout de suite que les différences 

ne changent pas quand on remplace les nombres r par d'autres 
qui leur soient respectivement congrus suivant le module n, 
puisque les différences 



K;)-^-K^)-^ 



ne changent pas quand on augmente r de 11. D'autre part, si l'on 
prend pour les nombres r les nombres 



les deux différences que l'on s'est proposé d'évaluer sont respec 
livement égales à 



les quantités E (- ] 1 E (- — —\ sont, en effet, nulles pour toute 
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ces valeurs de /■, sauf la première, qui, pour les valeurs négatives 
de /■, est égale à — i. On a donc finalement, en remarquant que 
les nombres ^r, V - sont en même temps pairs ou impairs, 



«-f. 



équent, en se reportant aux valeurs des quantités a, , 






-s- 



U,(»,|„„„(_,)""^^a,(.,ns.(. + J). 

"■'" i..<»i~,)^,?:..,.)n^.(-0. 

On pourra prendre, en particnlier, pour les nombres /', , r->, ..,, 
/■„_!, une suite telle que 

'•i, '■î. .■■. '■pi-iî — '■i' — '"ai ■ ■ ■' — ''» - 1 . 

aucun des nombres /■, , 1:2, .. ., r^_^ n'étant divisible par /i, non 

plus que !a difTéreacc ou la somme de deux quelconques d'entre 

Jl convient d'observer que Jes quatre formules que l'on vient 
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d'établir peuvent être déduites de l'une quelconque d'entre elles, 
en y remplaçant i> ^av v [• -t i> -h :;• ''-! -— • 

258. Nous avons déduit les expressions des quali-e fonctions 
3, (rtc j n^) , &«(/!<■ I «t) des expressions de d ( u — ' . W;, i , 
^^lu\~, mA. Il n'est pas inutile d'observer que ces expressions 
peuvent s'obtenir tout aussi facilement, et même d'une façon plus 
rapide, en partant des formules qui donnent les fonctions 3 dé- 
composées en facteurs. Au fond, l'analyse que nous allons indi- 
quer d'après Jacobi (' ) ne diffère pas de celle qui précède. 

Partons, par exemple, de la formule (XXXII,) 

Ou eo déduit 

&s('ï^i"^)-Q.lJ['-H'2 7"<-=''-"cos2ftrTr-i-5'"(^v-i)l. 

])'un autre côté, si l'on décompose en facteurs du second degré 
en q le polynôme de degré 2n, 

dont ou a immédiatement les racines, on trouve (^) 



-n[--"-("-:;)-'-] 



En changeant dans cette identité q en q^'^~' el en l'appliquant 
à chacun des facteurs qui iigurent dans le produit infini on trouve 
immédiatement 



('] WEftKli, t 

(') C'est l'idt 
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ot l'on en concUu 

Le lecteur a d'ailleurs, dansceqiiiprécède, tout cequiest néces- 
saire pour appliquer la même analyse aux trois autres fonctions Sî ; 
on peut aussi déduire ces trois autres formules de celle que l'on 
vient d'établir. 

239. Prenons maintenant les formules qui donnent 

au moyen de vu. t^;' sons la forme (XXVfi.i,). On trouvera de la 
même façon 



(hh) &,(«, 






(' 



Dans cette formule, a peut prendre l'une quelconque des vu 
leurs I, 2, 3. On peut l'écrire de diverses façons; on peut y rem 
placer, par exemple, ' ° — par 



on peut aussi, en élevant aii carré la valeur (Lis) trouvée pour 

nM^) r-.^-- 'M' 

S,„..|„„=«|<;la,(„n[w..(.)3i(^)-aî(,)3i.,0]. 

260. On obtient des expressions analogues pour les fonctions 
Sîa+i("'' I '*'^)j (^^ 'i 2, 3), soit en parlant des formules (XXVIs) 
e en passant des d aux £t par les formules (XXXIII, ), soit en 
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remplaçant dans les formules (LI5), que l'on vient d'obtenir, 
écrites explicitement pour a^i, a, 5, successivement c par 

v-'t -< c+ f ) c -I ^^; nous nous conteoteroos de transcrire 

les résultats : 



Ï3.W a!(.o- 



i . r ^'1 

I - r 3î 

(.1 L *î 

' ■■■■L ^■ 

r ^î 

. r 3î 



H 



H 
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261. On vérifie sans peine cjue, en changeant à noavean, dan 
l'une quelconque de ces formules, ç en c+ -. f -H -> c+ — ^ 
on retombe toujours sur les mêmes résultats, au moins si l'o 



tient compte des égalités s 



1 aisées à établir 



lî-m'-(^)-tilP-'i:0 



y,<^}U^i{Ç) s,._,(„,n3i«(0 



nâU-l»-) ~ 3.«(o|»^) 



2iî(;) ,/;^ia;(.)i"- 



-nMs) 



r 



262. Le cas où l'on divise la seconde période par un nombre 
impair n, et la rechcrclie des expressions des fonctions Sic \~]> 
au moyen des fonctions 2f(c), se traitera de la même manière. 

Partons, par exemple, des formules (XXVIIi.b), et, tout en 
oonservant les notations précédentes pour ce qui concerne les 
fonctions <i{u\fii,, toj), rfa(M|w,,t03) et 2t(c]T), désignons par 
de petites initiales affectées d'im accent les constantes relatives 
aux fonctions rf (« \'^>,'^)' ^=(« ^,, 'j) et S (<; | ^) ; en d'an- 
très termes, posons 
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Soient aussi, pour abréger, 



^'(°I^)"r'""°''''"°'*' 



Nous aurons alors, en pas 


sant des fonctions rf, c^a i 


m\ fonction; 


3,, 3.+., 






.• ..» ./.,1'U-. , 


.„ .. TT-(- 


^?) 



-.1 .„(^) 

OÙ '1' représente l'expression 

qui se réduit immédiatement, et est égale à 
Si l'on pose, pour abréger. 
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les formules précédenLes prennent la forme 

de sorte que le problème de la transformation de ■z en -'■ est ra- 
mené au suivant : 

Exprimer, au moyen de q, les quantités /;,, ^;o_|_i déûnies par 
les formules (LIIs). 

263. 11 esl aisé de voir comment, au moyen des formules{XXXIV), 
on passe de l'une des relations (LUj) ans trois antres en ajoutant 

successivement à l'argument c les quantités -i ~, -On trouve 

ainsi, par un calcul très facile, en comparant les résultats, et en 
se rappelant que 2_, " ^^^ toujours un entier de même parité que 



11 nous suffira donc d'exprimer, au moyen de g, l'une des 
quantités 6), h«, b^, b,,. 

264. Nous commencerons par exprimer, au moyen de q, les dil- 
férenis produits 



Si l'on se i-ejjorte à la formule (XXXII, i„) 
0, ^)»,./(^l, 
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et si l'on Cuit 

on aura manifestement 



)dnit 



en sorte qLi'il suffira de calculer le produit 



qui peut s écrire 



njn[,.-, 



'-:-)• 



Or on a, comme on le reconnaît de suite, en écrivant les i'ac- 
teurs de la quantité entre crochets, de manière que les exposants 
de g aillent en croissant, 



m 



-4--1IL- 



et, par conséquent, le produit clierclié est égal à une fraction 
dont le dénominateur est égal à 



jj(i+,'— )-,., 
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laadis cjiie le numérateur est é^al à 

(l'égalité résulte de ce que, dans le pi-emler membre, les expo- 
sants de q sont tous les nombres impairs divisés par n). On a 
donc 



et par suite 



l.\ir un calcul tout semblable, on obtîertt de même les relations 

nous appuyant 
ixprimer b^i en f( 



(I-II.) 



1 

265. C'est en nous appuyant sur la première de ces relations 
que nous allons exprimer b^ en fonction de q. Comme on a mani- 
leslement 



on en conclut 
d'où 



n /(-)= n /<--') -n 
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et par suite 

'n'='-(ï)-n''-(-')-«--n"/(-)^-^f^... 

Mais il résulte des formules (XXXIVj) que l'on a 

donc la fonetioii 

ne ehange pas quand on remplace /" par r + /i; par suiie, le pro- 
duit 

ne change pas quand on remplace r^ , /■;,, . . . , ri,^\ par un système 
analogue de nombres entiers. On aura donc 

('■) q"' ' '' q\ '■=" 

et, en se rappelant l'expression de la somme des carrés des n — i 
premiers nombres entiers, on tronvera, après des réductions im- 
médiates, 

En se reponaoL aux valeurs de flj et de A'^, on a donc 

(L1I,),„ 6,= 51q' l'I , (r^i,-,,,-, ,■„_,)■ 

Celle expression se réduil à -4^ lorsqu'on prend pour /■ les nom- 
bres 



A l'aide des relallons (Llls) (o"262, 263, 265), on ob- 
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tient immédiatement les relations suivantes, qui peuvent être 
utiles; la troisième a déjà été obtenue au numéro précédent. 



I|a.(ï)=(-o-'rt-o7,"=^S='iS, 





|n^ï)^ 


1f«.r»:-ss, 


II.) 


H>.(ï)" 


!Îj1„.,.,^-2S, 




W<=': 


^J:^'^^^W 


On a ; 


mssi les relations 


suivantes 



(LU,) • M l'I 

(|ui résultent immédiatement du calcul des quantités b,, ba.+i, si 
l'on prend poiir ;■ îes nombres ± r^, rt. r^, . .., r^. r„_i. 

Comme on a d'ailleurs 

on pourra exprimer SWo — Ji Sln.,.! ( o - j , au moyen de &i(o), 
^«+'(")' ri^'(^)' IT^«+i(^)' ^**"^ laissons au lecteur 
le soin d'écrire ces formules. 

267. Les formules (XXVIl,), qui exprijnent les fonctions 
rf f î(, (Oi, " 1, rfaf « (ù|, — 1 au mojen des fonctions du, ^aC 
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nous permettent d'exprimer aussi les fonctions 3 f f - 1 au moyen 
des fonctions 2l{i>). En passant des rf aux 3 à l'aide des rela- 
tions (XXIII,_^), et eu remplaçant, à l'aide des relations 
(XKXIX3), les produits {6» — e^)(eH — «ï) par les quantités 
&J„(o), on obtient aisément les formules suivantes : 



'.H^)-=ïF-.<«)n 






=*'('l-;)-S^'<"nh'"-^(^i('') 



268. En changeant, dans ces formules, c en c4--i c-+--j 
V + — ~, on obtient six expressions pour chacune des fonctions 
3(c -1 au moyen des fonctions Sf{i'[T); elles se réduisent à 
trois, si l'on tient compte des relations (LIIo). 

On remarquera d'ailleurs que les deux problèmes qui con- 
sistent à exprimer les fonctions 3(nc | nx) au moyen des fonc- 
tions 3(f[T), et les fonctions Stic — j au moyen des fonctions 
3(i> I t) ne sont pas réellement distincts ; on ramène l'un à l'autre 
par des transformations linéaires. En effet, pour exprimer les 
fonctions Sfi' -1 au moyen des fonctions 2î(c[t), on peut ex- 
primer les fonctions 3( c - ) au moyen des fonctions 2i( — ) 

(c'est une transformation linéaire); puis, exprimer les fonc- 
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lions Sr f ■ — 1 au moyen des fondions & ( - — ;; ) (c'est le 

premier des deux problèmes); puis, enfin, exprimer les fonetions 

2r(- 1 au moyen des fonctions !t;(;'lT) (c'est encore une 

transformation linéaire). 

269. En se reportant aux définitions des fonctions modulaires 
et aux expressions des produits 



n^œ- n^(?) 



X moyen de q, Qh, Qa pour les uns, de q, q'^, q'a pour les autres 
1 obtiendra immédiatement les relations suivantes : 



^ Ml 
''""n^.(;)' 

min) 






'w-is)' 






y Google 



i.ES l'OMCTioxs 2i. 147 

|(e, r^[M.)l-"-n[a.(v)^.(?)^.(?)]- 



nK?) 



('■ 



270. Il importe de remarquer que, puisqu'oii sait exprimer les 
fondions 3(nv|m:), 3(cK) au moyen des fonctions &(c|-:), 
OQ sait, par cela même, exprimer, au moyen des fonctions 
â((î|T;), les fonctions 3(«c|t); ces dernières, en effet, sont des 
fonctions entières, homogènes et du ii''""' degré des fonctions 

3(c - }i comme le montrent les formules (Ll5_8)i et les fonctions 
S / c - 1 sont des fonctions entières, homogènes et du n'^"" degré 
des fonctions Sr(i'|'c), comme le montrent les formules (LU); les 
fonctions 3(/ic) sont donc des fonctions entières, homogènes et 
du degré n^ des fonctions 2r(i'), Cette conclusion subsiste même 
si n est pair, comme il est aisé de le voir en pensant aux formules 
relatives aux transformations de Landen et de Gauss. Si l'on se 
horne au cas où n est impair, on obtient des formules équiva- 
lentes à celles dont nous venons de décrire la formation, en com- 
binant les formules (LI^) et (UI;), où les expressions des fonc- 
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tions S(nc|»7), Srfc — 1 comporteot chacune un produit de 
n fonctions St d'argiimenls difFcrcnts; l'expression de chacune des 
fonctions S(rac|-[:) comportera ainsi un produit de «^ fonctions S; 
oû trouve, en effet, 






.o,(„,=(-,)"'n^-('-s;-ï)' 



A.S.(,„.)- 



i.o.(,»)=(~.)S'nf'("*^ï)' 



T supposant 



et en ayant posé, pour abriSgcr, 

271. Il est hon de jeter maintenant un coup d'œil d'ensemble 
sur les résultats obtenus dans les précédents numéros. 

Que n soit impair ou pair, les fonctions S{nc| «t), 3( f — 1 
sont des polynômes entiers homogènes, du degré n par rapport 
aux fonctions 3{i' | tt), choisies convenablement. On peut dès lors 
regarder comme résolu le problème suivant : 

Étant donnés quatre nombres entiers, a, b, c, d, dont le déier- 
minant (S> = ad^bc est positif, exprimer les fonctions S(c|t) 
nu moyen des fonctions S(v | t), en supposant 

_ v_ _ c^d x 

Reportons-nous, en effet, aux résultats obtenus dans les n"^ 130- 
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133; reprenons les nolatîons employées alors et rappelons-nous 
que nous ne considérons plus que des transformations à détermi- 
nant positif; on pourra énoncer le théorème suivant. 

II existe, d'une part, deux nombres entiers positifs X, jt, assu- 
jettis seulement à vérifier la condition 

et à avoir pour plus grand commun diviseur le plus grand com- 
m.u.n diviseur des nombres a, è, c, d; d'autre part, deux sys- 
tèmes a, p, Y, S ; a', P', y, V de nombres entiers, vérifiant les con- 
ditions 






a convaincre, de supposer, dans les i 



mais, en vertu de la théorie de la transformation linéaire, les 
fonctions S(i'|t) ne diffèrent que par un facteur exponentiel et 
par des facteurs constants des fonctions 



ces fonctions sont des polynômes homogènes et du degré \ par 
rapport aux fonctions 

qui, en vertu des égalités précédentes, sont identiques aux fonc- 
tions 

et ces dernières sont des polynômes homogènes et du degré <j. par 
rapport aux fonctions 



K^lfel^). 
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qui ne diffèrent que par un facteur exponentiel et par des facteurs 
constants des fonctions Sl{v |t). 

Finalement, les fonctions £ï(c|t), à part un facteur exponen- 
tiel qu'il serait bien facile de calculer, sont des polynômes homo- 
gènes, de degré Xjj. =: ad — 6c par rapport aux fonctions Sr(v | t). 
Le théorème du n° 130 conduit donc bien à l'expression des fonc- 
tions S(c I ~) au moyen des fonctions 3{v | t), et l'on voit claire- 
ment le rôle des nombres X, \>. et l'avantage que présente leur 
introduction. C'est toiitefois par des opérations arithmétiques 
exécutées sur les entiers a, b, c, d qu'on obtient ces nombres X, a, 
et il serait évidemment très intéressant d'avoir l'expression expli- 
cite, au moyen de ces nombres et des données, des polynômes en 
3(v I t), expression dont nous venons d'établir l'existence. C'est, 
toutefois, Tin problème que nous n'aborderons pas ici (' ). 

IX. — Sur un théorème de M. Hermite. 
Relations entre les fonctions 3. Théorèmes d'addition. 

272. C'est à la théorie des fonctions rf que nous avons rattaché 
la définition et les propriétés des fonctions 2r, Toutefois, nous 
avons vu comment, dans bien des cas, il était tout aussi facile 
d'établir ces propriétés en partant de l'expression même de ces 
fonctions et, en particulier, de celle de la fonction 

qui est très simple. 

M. Hermite a montré comment on pouvait prendre pour point 
de départ des séries analogues à celle qui précède pour engendrer 
des fonctions plus générales, en un certain sens, que les fonc- 
tions St, qui toutefois, au moins dans le cas que nous considérons 
spécialement dans ce paragraphe, ne sont pas autre chose que 



{') Dans un Mémoire inséri! au Tome XLIII des Alathematische Annaten, 
JVI. Kraier a résotn cette question et même une question plus générale. La mé- 
thode suiïie par M. Kraier, où interviennent les séries trigonométriques et ces 
sommes de Gauss qui araient déjà permia à M. Hermite de traiter le cas de la 
transformation linéaire, n'est pas de nature à être développée ici : nous nous 
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des combinaisons très simples de fonctions exponentielles et de 
fonctions & prises avec des arguments convenables. L'illustre au- 
teur a en outre établi, relativement à ces fonctions ainsi formées, 
une proposition très importante qui peut servir de principe dans 



contenterons d'indiqaer les notations dont se sert M. Kraïer (ni 
aassi celles employées par MM. rrym et Krazer dans leur Ouvrage ; Neue 
Grundlagen einer Théorie der allgemeinen Tliêlafunetionen), et la nature 
du problème qu'il traïLe. 
Il désigne par le symbole 



oii ni prend toutes les valeurs entières; a est la même quantité que n 
gpons par Titî'; u est la variable que noua désignons par vici; g, h sont 
s tantes réelles quelconques. Pour nous rapprocher de nos notations, no 
dérerons, en lui donnant ic sens précédemment déPini, le symbole 



ribuant à §■ et à h, dans ce symbole, les valeurs o, o; o, -; -t o; -. -, 

e les quatre fonctions S^tulT), Sr.d-I t), &,( i. | t), (S,( c | t). 

i posé, en désignant par a, b, c, d des nombres entiers dont le déterminj 



mbrcyîni de fonctions 

ithodc suivie par M. Krazer consiste à décomposer la transformation 
transformations de types déterminés à coetQcients rationnels, et â 

établir la formule de transformation pour ces transformations particulières. En 
combinant ces formules, il parvient à la formule générale, qui appartient bien au 
type que nous avons décrit dans le texte; mais cette formule, d'ailleurs assez 
compliquée, est e3;/iJiciie, et n'implique pas un calcul arithmétique ausiliaire 
comme celui des nombres y., ^. 



m) 
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la ihcorie des fondions doublemenl périodiques ; nous allon: 
donner, d'après lui, quelques indications sur ce sujet. 



273. Soil /( un entier positif et considérons la fonction ${«) 
définie par l'égalité 



.I.(»)-2*"3'' 



.^A...-^-*-- 



OÙ les Â„ sont des constantes qui se reproduisent périodiquement 
de h en h. Puisque la valeur absolue de q est plus petite que i , ii 
est clair que la série qui figure dans le second membre est absolu- 
ment convergente et définit une fonction transcendante entière de 
la variable « ; cette fonction admet manifestement la période a w, . 
D'ailleurs, en décomposant en carrés l'exposant de e regardé 
comme un trinôme du second degré en n, on obtient 









d'où l'oa conclu 






Si l'on cliangc // en u -h aw^, le second membre 
dcmmeiit pas, à cause de l'hj'polhèse 



change évi 



il en résulte que le premier membre admet 1 
l'on en conclut immédiatement 



C'est là une propriété analogue 
blics pour les fonctions 3. 



R de celles 



1 ont été eta- 



274. Le théorème de M. Hermite consiste en ce que la fonction 
*(«), formée comme on vient de l'expliquer, est la fonction 
transcendante entière la plus générale qui jouisse des deux pro- 
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prié Lé S 



Considérons, eu effel, une fonction transcendanlc entière '!•(") 
i^ni jouisse de ces propriétés. Puisqu'elle admet a tu, pour pé- 
riode, c'est une fonction univoque de 



car cette dernière équation fait correspondre à chaque valeur de x 
une Infinité de valeurs de u en progression arithmétique de rai- 
son Q(i)( pour lesquelles la fonction '!>(«) doit reprendre la même 
valeur; en d'autres termes, la fonction 



»{S-«') 



n'a qu'une seule valeur, quelle que soit la détermination choisie 
pour log^ ; d'ailleurs aux environs de toute valeur ic, différente 
de zéro, l'une quelconque des déterminatious de la fonction loga: 
est régulière; il en est donc de même de la fonction de X précé- 
demment déGnie, puisque ^{«) est, par hypotKèse, une fonction 
(transcendante) entière. Maïs alors, ea vertu du théorème du 
commandant Laurent, cette fonction de œ peut être mise sous la 



les quantités Ah étant des coefficients indépendants de x. En mo- 
difiant un peu ces coefficients, on peut donc écrire 



doit, par hypothèse, admettre la période 'icjj, il doit en être de 
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même de la foncllou 

on en conclut, en changeant ;( en u + awj et « en n — k, 

or le développement, suivant les puissances entières positives et 
négatives de x, d'une fonction unîvoque de x, régulière aux envi- 
rons de chai^ue point x, sauf le point a: ^= o, ne peut être effectué 
f|ue d'une seule façon; on a donc 

A„= A„-ft; 
c'est ce qu'il fallait démontrer. 
275. Le rôle des fonctions 

fiic-j^-^K'/i-'i^' {A„H-y.= A.), 

dans la théorie des fonctions doiihlement périodiques, résulte de 
la remarque suivante : Une telle fonction, outre les données u,, 
11)3, /i, contient h constantes arbitraires Ao, A.,, , . ., A^.,, Con- 
sidérons une autre fonction W(m) formée de la même manière 
avec d'autres constantes Bo, B, , . . . , B4_i ; on volt de suite, en 
se reportant aux propriétés fondamentales de la fonction <!•, que 
l'expression 

T(«-«)' 

a désigne encore une constante arbitraire, admet les deux pé- 

odes 3Wi, aw}. Voici donc une manière de former, par le quo- 

t de deux fonctions transcendantes entières, une fonction dou- 
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blemcnl périodir^iiej conlenaiiL 2/1 constantes arbitraires, savoir; 

Aç Al A/,--i ^ B/,^ 

'*' B(,' B„' ■■" B(, ' Bo" '"' li„ ' 

On verra plus tard <jilb c'est l'expression la plus générale des 
fonctions doublement périodiques univoques n'admettant pas 
d'autre singularité que des pôles el ayant h pôles daos le parallélo- 
gramme des périodes. 

â7fi. Revenons à la fonction 5>{fi)- On peut, en réunissant 
dans la série qui la déûnit les termes qui ont un même coeffi- 
cient, l'exprimer comme il suit 



*(m) = Ao'ï'u-l-Al<^l- 




en posant 



Dans ces formules, /■ est l'un quelconque des nombres o, i, 
■3., . . ., h — l; on peul même lui donner telle valeur entière que 
l'on voudra, pourvu que l'on convienne que le symbole $r(") re- 
présente toujours la même fonction quand on remplace le nombre 
entier r par un autre qui lui soit congru suivant le module h. 

Sur la première définitiou de la fonction *r(H), on voit immé- 
diatement que l'on a 

»,(. H- îf!)=.™ *,(»). 

Sur la dernière, au contraire, en désignant par s un entier quel- 
conque et en remplaçant m' par u + s——> on aperçoit de suite 
la propriété qu'exprime l'égalité 
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..,(»+. ^) = »„.,(»: 






Si l'on prend en particulier /■ = o, el que l'on écrive ensuite ;■ 
au lieu de s, on a 

on a d'ailleurs 

et, par suite, 

(LV,) ■J>,(i() = g* e2'-''it03(/(C + rT | /(■:). 

Remarquons en passant que, puisque l'on connaît les zéros de 
la fonction ^3, on a par cela même les z.érosde la fonction <[>r(«)- 

277. De ce que * (m) est la fonction la plus générale vérifiant 
les équations (LV^) on déduit, entre autres conséquences, 
en remarquant que, pour h = i , on a 

oii Aj est une constante arbitraire, que Ao&3(f) est la fonction 
entière la plus générale /(f ) qui vérifie les den>t équations fonc- 
tionnelles 

et cette propriété peut servir de dciinition à la fonction 3;i (v) si 
l'on y joint la valeur de Sîj (o). 

278. Nous allons maintenant, en l'appliquant à quelques 
exemples, moùtrer la portée du théorème de M. Hermite. 

Considérons d'abord les carrés des quatre fonctions 3/ j- 

En désignant par *(k) l'un quelconque de ces carrés et en se 
reportant aux formules (XXXIVa,^), on voit de suite que la 
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fonction * {«) jouîl des propricLés 

Ces équations ne sont autres qae les équations fonctionnelles 
fondamentales dans le cas de A ^= a. Il résiilte de là que les quatre 
fonctions S^(p) sont, d'après le théorème de M. Hermite, des 
fonctions linéaires des deux fonctions 4'|>(«), ^,{11). Or, deux 
de ces équations linéaires qui expriraenl SJ{f), S^(i'), 3|(c), 
3i(i') linéairement en *o> "I"! peuvent être résolues par rapport 
à $0, "ti ; car autrement il faudrait que les carrés des fonctions 3 
correspondantes fussent dans un ra[Dport constant, ce qui est 
impossible, puisque ces fonctions n'ont pas les mêmes zéros. En 
portant les valeurs trouvées pour *„, *, dans les équations qui 
n'ont pas été utilisées, on voit que les carrés de deux quelcon- 
ques des fonctions & doivent pouvoir s'exprimer linéairement au 
moyen des carrés des deux autres fonctions 3. On doit donc avoir 
des relations telles que 

où A., A', 13, B' sont des constantes que l'on déterminera en 
faisant successivement c^o, ii =1 — — i; on obtiendra ainsi, en 
tenant compte des formules (XXXIVg, XXXVIl).»), 





















On 


a donc 




(LVI,) 
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En posant, dans la dernière relation, c=^ el faisani usage 
(les formules (XXXIV^), on troiive 

cl, l'on oljlienl ainsi une seconde démonstration des égalités 
f:^+L"-^,, 3Uo) = 3|(o) + âU<>)- 

Au surplus, les relations si simples que nous venons de déduire 
du théorème de M. Hermite ne diffèrent pas, au fond, des rela- 

ainsi qu'il résulte des formules de passage des fonctions d aux 
fonctions ^. 

Observons aussi qu'en faisant usage des relations (LVI,), on 
transforme aiséixient l'une dans l'antre les trois expressions don- 
nées au n° 260 pour chacune des fonctions S(n(' | «t) au moyen 
des fonctions 3(c ji;). 

279. Nous avons dit plus haut que les carrés des fonctions & 
s'expriment linéairement au moyen des fonctions 

*,(„) = q-K^-^'%{2^-^ ^ h^) = âsCaol 2T). 

Nous laissons au lecteur le soin de déterminer les coefficients 
et de parvenir par cette nouvelle voie aux formules (XLVlIj) qui 
expriment SI3 (ai^ | a-ï), ^^(acIaT) au moyen des carres des 
fonctions 2t (f)- 

Par le même procédé on reconnaîtra encore que les quatre 
fonctions 

oii 1: est une constante, sont des fonctions linéaires des car- 
iés de deux quelconques des fonctions 2r(v). Les constantes se 
détermineront comme tout à l'heure et l'on obtiendra ainsi des 
formules qui ne diffèrent pas, au fond, des relations {XVi_3) 
entre les fonctions tf. Parmi ces formules, nous nous contenterons 
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d'écrire les siiivanics : 

( ^U,io)%i^ + c)^,i^'-c)= 3â+,(c)3|(0-3i(c)ââ+i(<'), 

280. n convient de joindre à ces relalions des relations ana- 
logues, mais où figurent des fonctions 3 avec des indices diffé- 
renls. On pourra les obtenir par une voie analogue, si l'on observe 
que l'analyse du n" 27i permet de trouver les fonctions transcen- 
dantes entières les plus gcnéraScs qui satisfont aux équations 
fonctionnelles 

*(z,-i-2«>i)- s *(('), 

où les symboles i, s' désignent soit + i, soit — i. Dans chacun 
des quatre cas possibles, comme dans le cas s^\, t'^i, les 
fonctions cherchées se composent linéairement avec h fonctions 
transcendantes entières parfaitementdéterminées. Cette remarque 
suffît, pour le problème qui nous occupe, à prouver l'existence 
de relations de la forme 

S„{« + <;)%(<) -c) = A'Sri(<.)Sr^(.)-^B'S„(«)Sp(^), 

où y., y., V, p sont les nombres i, 2, 3, /\, rangés dans un certain 
ordre, et -où A, D, A', B' sont des quantités indépendantes de c, 
qu'on détermine en supposant c = o, -1 -■ Le lecteur pourra 
appliquer celle méthode, ou encore déduire les résultats des for- 
mules (XV^) et (S.V3) en passant des d au 3; nous nous conten- 
terons de transcrire les résultats. 



(LVIO 
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281. Ah resle, touies ces relations, que nous avons tenu à 
écrire, à cause de l'usage qu'on peut avoir à en faire, sont des cas 
particuliers d'une identité générale, de même que les relations 
équivalentes entre les fonctions ci (XV, _5 ) sont des conséquences 
de l'identité (VII2), établie au n''96. Pour déduire de celte identité 
l'identité correspondante entre les fonctions S, il suffira de rem- 
placer la fonction rf par son expression au moyen de la fonction 
Si et de remarquer que l'on a 

(„ + „)=+(„_„)>+ (6 + c)î-^(&-c)^ 



(I.VIIO +^,(s + b)%(ç-by3ac + a)^,{c~a) 

{ +^,{^ + c)%i^-c}%{a + b)%{a-b)^o, 

OÙ il est à peine utile de prévenir que les quantités a, b, c repré- 
sentent celles que l'on désignait de celte façon dans le n" 96, divi- 
sées par 2 D, . 

282. De celle ideniiié, on en déduit plusieurs autres analogues, 
soil en augmentant l'une ou l'autre des quantités u, a, 6, c de 

-1 -. , ou en attribuant quelque valeur particulière à ces 

variables. Nous ne voulons pas ici faire celte élude, que l'on 
trouvera tout au long dans la Théorie des fonctions elliptiques 
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de Briot el Bouquet ('); nous nous bornerons aux remarques sui- 
vantes, tirées, pour la plupart, d'un beau Mémoire de Rronecker 
sur le même sujet (-). 

Remplaçons [es lettres c, ft, b, r par a, ù, c. d et posons en 
général pour p ^ i , 2, 3, 4, 

( Tp-Sp(a-4-ô)2ip(a-6}Sp(cH-rf)&p(c-<0, 

( Tp = Sp(« + d) &p(« - d) 5^(6-^ c) 9p(S — c), 

où les trois expressions T, T', T" se déduisent les unes des autres 
par permutation circulaire des leUres ft, c, d. 
L'identité fondamentale (LVIIj) pourra s'érrirc 



Observons (jue, par les vingt-quatre permutations des lettres «, i, 
c, d^ les quantités Tp, Tp, ïp se reproduisent, rangées dans un 
ordre quelconque, si p n'est pas égal à i , et que les quantités T) , 
T'i, T, sont remplacées par une de leurs permutations circulaires 
ou par une des permutations circulaires des quanlilés — T,, 

On voit, en particulier, que l'identité fondamentale 

t,-^t;-!-T'; --=^ o 

se reproduit jiour toutes les permutations des quatre lettres (/, 
&, c, d. 

Si maintenant on ajoute aus quantités «, t', successivement 
- 1 , - , on trouve 

I T5— T',- r^^ 0. 

(LVII3) T^-,-T',-T'J= (I, 

( Ti— t;~t;=-. 0. 

Sans nous arrêter aux équations que l'on peut déduire de celles-là 
par les permutations des lettres a, b, c, d, observons qu'on en 



{') Deuxième édition, iiv. VII, p. 486 ei 
C) Journal de Crelle, t. 102, p. 560. 
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tire, en ajoutant 




(LVIIO 


1 T3-f-Ti = T5-i-T:, 


d'où, en penmitaat 


. clrculalrement i, c, d, 


(LVIU) 


j t; + t', = T3+t,. 



283. Ces identités ont été données par Jacobi sous uae forme A 
peine différente. Considérons, par exemple, ia relation 

Tj-i-Tj.-^ T;-i-T',. 
Si l'on pose 

a -i- è — (f, a — & — 3!, c--\-d = y., c. — ci = =, 

on voit de suite que cette identité peut s'écrire 

S,(«.)3,(3.)3-,(r)2r,(^) + 2r,(«.)2r,(^)%(jr)33(=) 

■en regardant les variables x^ y, s, iv, a;', y', :d , (i^ comme liées 
entre elles par les systèmes équivalents d'éqnations 

y' = ^('^— ■^+y-S), y = ;! (.v'-2^' + j'— s'), 

284. C'est d'ailleurs par une voie tout autre que Jacobi par- 
yient à cette identité : cette voie est directe; elle consiste à effec- 
tuer la multiplication des séries qui représentent ^^{(v), ^^(a;), 
^'ii,y)i ^sW' S3(<''). • ■ •■ Outre son intérêt propre, elle offre un 
grand intérêt tliéorique ; elle équivaut, en effet, à wri' principe dans 
la théorie qui nous occupe. Le lecteur n'aura auciine peine à recon- 
'uaître que de cette identité el de celle qu'on en déduit en ajou- 
itant à une ou plusieurs des variables i, t, i + ~, -' -' — — -, on 
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peut tirer très facilement les relations entre les carrés des fonc- 
tions S, ou entre les produits de deux fonctions 3 avec les argu- 
ments X -{- Xi X -—y, qui ont été obtenues dans ce paragraphe au 
moyen du théorème de M. Hermite; en sorte que l'identité de 
Jacobi peut, comme l'auteur l'a montré lui-même ('), servir de 
fondement à une théorie des fonctions elliptiques, Rronecker, 
dans le Mémoire précédemment cité, a amené l'analyse de Jacobi 
à un haut degré d'élégance et de généralité, nous ne la repro- 
duirons cependant pas. Nous donnerons de préférence, pour 
initier le lecteur à ce genre de spéculations, la démonstration 
d'une belle formule qu'on doit à Schroter, formule dont un cas 
particulier nous conduira facilement à l'identité de Jacobi et dont 
nous aurons d'ailleurs à tirer parti plus tard, pour la formation 
des équations modulaires. La formule de Schroter pourrait être 
établie autrement que nous n'allons faire (^); le théorème de 
M. Hermite, qui a fait le premier objet de ce paragraphe, offri- 
rait, en particulier, un chemin pour y parvenir, 

285. Désignons par ^, [i des nombres entiers positifs et envisa- 
geons le produit des deux fonctions âj {x \ kt), Sa {y | pT). 

En se reportant à l'expression (XXXIIj) de ^^(i' l-r), on voit 
que ce produit peut être mis sous la forme 

OÙ le second membre est une série à double entrée, absolument 
convergente, dont les termes peuvent être groupés comme l'on 



(') T/ieorie der elliptisciten, Fimetianen, aiis deii Eigenscliaften der Tltéta- 
fuaclione/i abgeleitet (,Œu«res, t. I, p. (jgg), 

(') M. Heratowaki {Math. Annalen, t. XI, p. i-sg) parvient à cette formalc, 
ainsi qu'i d'autres relations que nous rencontrerons plus tard, en effectuant la 
multiplication des produits infinis qui représentent les fonctions 3. 

Sauf quelques modifications sans importance, nous reproduisons ici (n" 285-286) 
l'analjse de Schroter d'après Enneper {EUiptiscIte Funclioneit : Théorie und Ges- 
chichte, 2' édit.). Puisipie nous avons l'occasion de citer cet Ouvrage, excellent 
à bien des égards, il convient de signaler au lecteur, en particulier, la richesse 
des renseignements historiques et bibliographiques qu'il pourra ypniser. 
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veut, Nous supposerons d'abord qii'oa effectue la somme 

on aura ensuiie à elTecUier la somme X ■'^ti- 

Il est clair que, [s. restant fise, lorsque v prend toutes les va- 
leurs entières de — <x> à -\- m, il en est de même de v — p. et in- 
^ersenaent. On peut donc remplacer, dans l'expression de A|i, 
V par U.+ p, et faire prendre à p, comme à v, toutes les valeurs 
entières de — oo à + oo. D'un autre côlé, si l'on désigne par s un 
nombre entier quelconque, el par ;■ un des nombres o, i , 2, . . . , 
a + '^ — 1 , il est clair qu'un nombre entier p peut, et d'une seule 
façon, être mis sous la forme 

p = (^ + P).s-,-. 

Réciproquement, quand on donne à s toutes les valeurs entières 
de — 00 à + co, et à ;■ tontes les valeurs o, 1,2, . . . , a + ^ — 1 , 
l'cKpression (a + p)s + ;■ représente successivement, et cbacnn 
une fois seulement, les différents nombres entiers de — co à -^ co. 
On peut donc, finalement, remplacer, dans Au., l'indice v par 

1^ + (='+?)« -H'', 

et donner ensuite à 5 les valeurs entières de ^ k^ à + oc; à /' les 
valeurs entières de o à a -h ^ — 1 . 

Par celte siibstilutiou, on trouve, après des réductions immé- 
diates, 

l^a^ + vj = (fj-^ ^s)(a! -i-y) + s(:ty ~ ^3!) -h i-y. 

Si donc, dans A^, on groupe les termes où /■ est le même, et si 
l'on remarque que dans tous ces termes on peut mettre en facteur 
g^'' et e^''^''-", on voit que l'on peut écrire 



'■'IV' 
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oii l'on a pose, pour abréger, 

C|i_j étanlle produit de 

y(«+p)|[W-ps|'+^pl■ll[^-pî)-^apla+PlJ=+SIfil-s 



Le produit des deus. fonctions S, (a^ I a-:), ^^(^1^-;) peut doi 
être mis sous la forme 



Séparons, dans l'expression de C[j,^j, les facteurs qui ne dt5pen- 
dent que de p. + p5 el ceux qui dépendent de s seul; nous aurons 

En tenant compte de cette dernière forme pour évaluer 
2j Cmj et en observant que, 5 restant Use et |jl prenant toutes 
les valeurs entières de — ûo à +oo, s' = jj, + ps prend aussi toutes 
les valeurs enlièrcs de — oc à -i-œ, on voit que la soininc j" C^^.. 
est le produit do 
par 

01' cette dernière somme n'est autre eliosc que 
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= s.[i+/+,-p,i(,+?),i.a,[.j-p«+,-!.?,l«?(" + P)'l 

par suite, enfin 

/ a.(a,|.T)a,(y|p,) 

x3.[.r~p»;+.-.(i»l.?l« + r)'l 

xS.[(ii.- «7 H-, -4= !.?(« + ?),), 

la dernière égalité ayant lieu en vertu de ce que le premier 
membre ne change pas quand on change a en ^ çt X ea y, simul- 
tanément. C'est la formule annoncée, 

286, Pour a= I, p;= i, l'égalité précédente, en tenant compte 
des formules (XXXIVo), devient 

En changeant dans cette formule x, y en x + -, y-H -, on ob- 
tient encore 

Observons en passant que, en faisant x=y, on retrouve deux, 
des formules relatives à la transformation de Landen. 

Ce sont les formules (LVIIIa.g) C|iii vont nous conduire à l'i- 
dentité de Jacobi. Si l'on désigne par x, y, z, te quatre variables 
Indépendantes, on en déduit, en appliquant ces formules d'une 
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part aux variables x, y, d'auLre part aux variables z, w, et en for- 
mant la fonction 

que celte fonction s'exprime très simplement au mojen des quatre 
qaantités 

%(^ ~y I 2T)&3(2 ~ iv 1 a^) + %,{^ ~y I 2^)S,U -^^\i 
^^(^ - r h^) 3î(^ - -V I 2T) + 3,(3.- j [ l-c) S,(^ - <v 1 , 

Après une transformation algébrique facile, on voit qu'elle est 
égale au produit des deux premières augmenté du produit des 
deux dernières. Mais, en vertu des équations (LVIIK.a) elles- 
mêmes, ]es quatre quantités que nous venons d'écrire sont res- 
pectivement égales à 

On obtient donc bien ninsi l'identité de Jacobi. 
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CHAPITRE IV. 

LES QUOTIENTS DES FONCTIONS tf ET DES FONCTIONS S-. 



I. — Les fonctions ^. 

287. Il convient souvent, dans diverses questions, d'introduire 
les quotients que l'on peut former au moyen de deux fonctions d 
portant sur la même variable et les mêmes périodes ; les quatre 
fonctions du, d,u, d^u, d^ii engendrent ainsi douze fonctions. 
Nous poserons, en conservant les mêmes conventions qu'au n" H2 
relatives aux indices a, P, y, 

(UX.) /U« = 



^pï"^tfh< = 






^^- 



Nous sous-entendrons la variable tt quand il n'j aura aucune 
ambiguïté à craindre ; ainsi nous écrirons %a»i Soai ^py au lieu de 
ïanU, SoaH, Ï3y«- Au contraire, quand il y aura lieu de rappeler 
les nombres W), Wg qui servent à construire les fonctions d et, 
par suite, les fonctions \, nous écrirons 

U(u\m„^,), U("N„'-,), ^pv(^l^„«,), 
ou bien 

si c'est sur les invariants g^, gs qu'on veut attirer l'attention. 
288. Les fonctions S sont des fonctions univoques de u ; celles 
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qui ne contiennent pas d'indice sont paires, les autres sont 
impaires. Elles n'admettent pas d'autres singnlarîtés que des pôles, 
tous simples ; ces pôles sont les nombres congrus à o, modulis 
iiWi, 2W3, si le second indice est o, à «a si le second indice est œ. 
Les zéros de ces fonctions sont congrus à o ou à tOa, selon que le 
premier indice est on a; ce sont tous des zéros simples. 

D'après leur définition, les fonctions £ sont des fonctions algé- 
briques de la seule fonction pu; elles sont donc toutes des fonc- 
tions algébriques de l'une quelconque d'entre elles, tandis que 
leurs carrés sont des fonctions rationnelles du carré de l'une 
quelconque d'entre elles. D'ailleurs les relations algébriques qui 
les lient sont manifestes ; il suffit de les écrire 



(LIX) 

d'où 



(LIX) 



^ (4) ^pa = V5., + ll,+ ^,. 




289. 11 est très aisé, au moyen des diverses formules {XIIî_ï), 
de voir quel changement produit sur les fonctions ^aoi S^f l'addi- 
tion de l'une des quantités au^, 210^, awy ou lua, to^, lOy à l'ar- 
gument u. 

Observons d'abord que l'on a 



la dernière égalité résulte des formules (XIIL). 

En particulier, et en tenant compte des formules {XXXVII4 .s), 
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Maintenant les formules (Xlli^a) donnent 












Ces formules montrent que les fondions ^ sont doublement 
périodiques, La ibnciion ^i^k, par exemple, admet les périodes 
2*i>( , 4t^3i st il est clair, d'après la nature des pôles qui sont tous 
congrus à zéro, modulis au,, 2 ws, et parce que 3 W3 n'est mani- 
festement pas une période, que ces périodes sont primitives. Les 
carrés des fonctions \ sont doublement périodiques et admettent 
tous 2W|, a wg comme couple de périodes primitives. 

290. Il est facile d'obtenir les équations différentielles que 
vérifient les fonctions ^, puisque l'on a l'équation qui relie pu 
à p'u. 

Observons d'abord que l'éqnation (XI3) 



P'm=— 2ÏM?pO?VO=^-5^/j:)i! 

Dès lors les relations 



a/pH-ep/pit — e.. 



v/^^7^ 
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donnent immédiatement 

(LXI,) ?;„ = --l'jL-^^ = - /jTTT^ /p«-ej = - ïpoSyo, 

(LXI.) . 

"" _ ' '■' ',)£.,?., 

En remplaçant dans la première de ees égalités ^po, ^yo pa'' Ig»i 
valeurs (LIX3) en. fonction de ^aoi on obtient 

c'est-à-dire que la fonction ^«o vérifie l'équation différentielle 

/ir\ 





-p'" 




/j^ 


,v,.»- 


-ea(j)M- 


r)p'« 




Wf- 


- ep l/p " 


-«,(pi 


'-',. 


,,-l.p- 


-.,)l/pa 


-Cm 





\.d^_ 



ep+ j5)(ea— e.-^J-); 



elle peut donc être définie comme une fonction nnivoque de u 
satisfaisant à cette équation différentielle et telle qiie la différence 
y — - soit régulière aux environs du point o, et s'annule en ee 
point. 

Il est clair que, si une fonction /(«) satisfait à une pareille 
équation différentielle, où la variable u ne figure pas explicitement, 
il en sera de même de la fonction /(m + G), où G est une con- 
stante arbitraire; les fonctions iKo{« + '>'„), Çt(o(" + '^?)! 
\a.a{u + <^ï), en particulier, devront vérifier cette équation diffé- 
rentielle, ainsi que les fonctions 

qui leur sont respectivement égales ; on en conclut, ou l'on obtient 
directement par un calcul analogue au précédent, les équations 

l(î) f?', = (<-£;;,)[«?-«»+(».-".)E|.,]- 

291. Remarquons encore les formules, d'un usage fréquent 
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dans le Calcul intégral, L|ni lient les fonctions ^ aux fonctions ^ 
savoir ; 

((■) K.(i.)-p«-«i=-i:'»-«» 



d'oii 



(LXJII,) , , 



292. Les deux dernières relations peuvent s'écrire sous une 
forme nnpeu dilFérente, qu'il ne sera peiil-étre pas inutile de faite 
connaître. 

Reportons-nons aux formviles (XXXIlI^_c) 

--fer!:]-"- 

on en déduit, en prenant les dérivées logarithmiques. 



î» = ; 
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dès lors les formules (LXIIIj.e) peuvent s'écrire 

' r^W") ^UjOl &a-^i(o)ai(o)Vi('')Vi(") 

en utilisant les relations (XXX.VI,_3) écrites sous la forme 

on trouve, après quelques réductions immédiates, 

( (7) a',(^}S«+,(<')-^i('')%+,C'') = ^S«4-i(o)V'('')Vi(''>. 

C'est là les formules que nous avions en vue. 

293. Les formules (XV) nous montrent immédiatement que 
les fonctions ^ de m + « peuvent s'exprimer ralionncUement au 
moyen des fonctions ^ de « et de a. Il suffit pour avoir les formules 
qui fournissent ces expressions de diviser membre à membre deux 
des formules (XV) choisies de façon que dans les premiers mem- 
bres figure un facteur commun. Ces expressions pourront d'ail- 
leurs être transformées de diverses façons, grâce aux relations 
qui existent entre les fonctions ^. 

Si, par exemple, nous choisissons, d'une part, les équations 
(XV^i.s) mises sous la forme 

et, d'autre part, l'équation (XV^) mise sous la forme 

on trouvera, en divisant respectivement, membre à membre, les 
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deux premières équations par la troisième, 

Les formules ont été disposées de manière que le second indici 
des fonctions qui j figurent soit toujours y- 

294. On aurait pu utiliser aussi la formule (XV, ) 



qui, join 



\ la première des équations dont r 



servis, aurait fourni la relation 

(LXivo ^^,„(„_„)= k!il?TfL^:^±^Wjllsii'. 

en changeant dans cette formule a en — a et comparant à l'ex- 
pression déjà obtenue pour koi{u + a), on en conclut l'identiié 

que le lecteur pourra vérifier au moyen des relations entre les 
carrés des fonctions ^. 

29o. Si, maintenant, dans l'expression (LXIV.) de ^,y{u + a), 
on cliange a eu — « et qu'on effectue le produit 

on trouvera, en vertu de l'identité précédente, 

(Lxv,) ï„(»+<.)S.t(.— »)- ;tr(,- -!'Y(.~-''°u-»j-» - 

Si l'on récrit la même relation en s'arrangeant de façon que 
l'indice a remplace l'indice y, puis que l'on remplace h par u + wp, 
on trouvera de suite 

(LXV,) tp,,(.. + <.)îp,{»-«) = 1.-^^^' 

i+(iî.-iî,)j,— J|j,» 
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296. Signalons encoEe les relations 

/a[î.,(« + <.) + {.,(« -a» -2£.,«|.,a£(i,o, 

U[Sp,(..-K.)-{p,(»-o)]=-a(.ji-.,)Ur»î.ï»S.,»t/«. 
a = i-(«,-«.)(»;^.p)S>,,.S|,o, 

et dont la déduction est évidente. Ces formules permettraient 
sans peine de trouver tontes les relations qui existent entre deux 
nombres qui rendent égales, ou égales et de signes contraires, 
deux fonctions % ayant les mêmes systèmes d'indices, 

297. Examinons maintenant, comme au n" ]20, le cas où les 
nombres w,, ~ sont réels et positifs. 

Si la variable u est réelle, toutes les fonctions \ sont réelles ; on 
en connaît le signe d'après les résultats du n" 120 et les formules 

permettent de reconnaître immédiatement si elles sont croissantes 
ou décroissantes; comme d'ailleurs on connaît les valeurs qu'elles 
prennent pour les multiples de o), qui sont les seules valeurs 
réelles pour lesquelles les dérivées puissent s'annuler ou devenir 
intinies, on reconnaîtra sans aucune difficulté entre quelles limites 
les fonctions varient. Par exemple, la fonction ^^3 croît de o à 
-^^=^ quand a croît de o à Wj ; la formule (LXTIJ'Î) montre que 
dans cet intervalle on a 

?«(")= v'[<-T'^V-"^f^(«)]['-(e,-e.)î„V^)"|, 

en donnant au radical le sens arithmétique, puisque la dérivée 
doit être positive; on en conclut qu'on doit avoir 



h: 



,'[,_(»,-s,)j.-l[i-(=, 
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Cl,, en remplaçanl dans cette formule j' par — ' i on trouve 
en donnant à A' la même signification (XXXVII)) qu'an n" 170, 

,j_ r v;;-T, _ a,(i,) 

298. Quand «:i= ji(' est purement imaginaire et que u' resle 
dans l'intervalle (o,^Ji les fonctions paires ipf{iu') sontréelles 
et positives, ainsi qnc la fonction impaire r^(,a{lii'); les expres- 
sions des dérivées donnent aisément le sens de la variation ; soit, 
par exemple, 

en désignant par ^'„,{iii') ce que devient ^[^ u ([uand on j rem- 
place u par ia'; - --, est doBC positif et z croit de o à 



comme on s'en convainc en se reportant aux formules (LS,, X.III,). 
Puisque la dérivée de z est positive, elle est donnée par la for- 
mule 

v/[.^-(e.-e,)i,^(m')Ui+(«"r-e3)s„V'"')r 



= /[,_(e,_e,)B!][,_(e,-eôa^]; 

les radicaux étant pris avec le sens aritliméliqnc, cl l'on a pai 
conséquent 



v/LV-(ei-eO^'] [■ -(«1 - '■O ^'"1 
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remplaçant z par -. — — ■ 



v/^elv^^ 



/f' a le même sens (XXXVII5) qu'an n" '170, savoir : 
' sonL réels, positifs et pUis petits que 1. 



Les formules qui donnent, dans ce cas, Ci),, -4- au moyen de «i, 
Sî, es doivent naturellement être rapprochées de celles qui ont 
élé obtenues au n° 297. 

299. Ajoutons enfin quelques remarques relatives à l'homo- 
généité, que le lecteur rapprochera de celles qui ont été faites au 
n" 119. En reprenant pour un moment les notations de ce numéro, 
c'est-à-dire en posant 



on trouve de suite, à l'aide des formules (XVlTli.:,), 



(0 W("l"''i. 
{■>■) U(«l^i, 

Il suit de là que, si l'on dé: 
qui soit, comme •i\a ou y/Ca — 
et du degré — t , les fonctions 



)~1U ïh 



).i£„(î|«„».), 

gne par y une fonction de u,, cog 
■p, homogène par rapport à w,, m. 



^•4^1' 



ne dépendront que de l'argument u d'une part, du rapport — 
de l'autre; en effet, si l'on pose 

T. et M. -II. la 
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''^•"(?l"""-)-'^""(?h"-)- 

300. Trois rie ces fonctions, 

dont le rôle a été et restera considérable dans la théorie des 
fonctions doublement périodiques et dans les applications de celle 
théorie, ont été introduites tout d'abord par Jacobi, qui les a 
nommées fonctions elliptiques de l'argument u et du module k; 
il les a désignées, pour des raisons que nous ferons connaître plus 
tard, par les notations 

sinam{«,^), cosam(«,i), Aam(i(, A'). 

C'est l'étude de ces fonctions elliptiques, que nous désigne- 
ronsOpar 

sn(tt,A:), cïi(«,A), &(i{u,k), 

qui fera l'objet du paragraphe s 



II. — Les fonctions ^11, cii. i!ii. 
301 . Supposant que la partie réelle du rapport — ^ soit positive 
et que, par conséquent, 'f.itoj — ■''\?,"i\ soit égal à —, nous pose- 

(LXYii) 1(2) c„(,.,;,) = £„('-JL^L„i..V 



(') La notation sn, en, dn a été proposée par Gudermann, Elle a été adoptée 
par un grand nombre d'auteurs, en particulier par M. Hermite, avec une légiiie 
différence sur laquelle nous insistons plus loin (n" 317). 
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Quand on ne veut pas mettre k en évidence, on écrit simplement 
sii«, cnw, dnw, an lieu de sn(H,A-), c\i(u,k), Aa{u,k). 

Ces trois fonctions sont homogènes de degré zéro en w,, Mj ; 
elles ne dépendent donc (n" 299) que de l'argumenl (( et du rapport 
T ^ — ■ Ce fait si important doit se manifester dans les relations 

algébriques et dans les équations différentielles que vérifient les 
quantités snu, cn«, dnw, équations que l'on déduit facilement 
de celles que vérifie la fonction \. 

302, En désignant par sn'i;, en' h, an' u les dérivées de sn«, 
cnu, dnji par rapport à u, et par 

K/S^)' «-(/a;)' '<vH:) 

ce que deviennent les dérivées ^ûa"i ^ij^^i ^îi" ^^^ ^»-i"■^ M3"i 



des relations 

on trouve immédiatement 



"'vA.-eJ '"V^i-eJ ''VeT-eJ ^^ ""' 



\/e,— ea \v/ei — es/ \\/ei— es/ 
D'ailleurs cicns des relations (LIXc), savoir 



£îs-' 



ril. 
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donnent immédiatonicnt 



on a donc 

et l'on voit, à caiise de ces relations et de l'expression de la dé- 
rivée de sn«, que sn« vérifie l'équation différentielle 

(I.XX,) sn'=« = (ï-sn=«)(i-A:^sn=«). 

On voit aussi que cnu, dn « vérifient les équations difTérentielles 



(LXX) 



\ (■2) cn'=(* = (i-cn=«)(i-A=-H^^cns«), 



Dans toutes ces relations ne figure que l'argument u cl la quan- 
tité A qui ne dépend que de -z, comme on le voit sur la formule 
(XXXVII,). 

Nous entendrons toujours pav module et module complémen- 
taire des fonctions elliptiques sn(M,A-), cn(w, k), dn(u,k) les 
quantités k et k'. 

303, Si l'on lient compte des relations (LIX,) 



on voit que les fonctions elliptiques su, en, dn sont lie 
fonction p par les relations- 



i(4) ,n{u^7^=^„k 
(LXVII) ((■') cn{u>/e,-es,k', 

(6) dn(«/^ 






/pu — ea 
v/pw — es 
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Les fonctions 



sont donc des fonctions rationnelles et li 
et l'on a en particulier 



de la tond 



sn^(MAi 



^) 



304. En ^ 
iln«, on a 



et pai 



1 même des fonciîoi 
= 1, cino = i, 
-^ o, tln'o ---^ o. 



On peut donc définir sn{u,k) comme une fonction unlvoqm 
de u qui s'annule pour u = o, dont la dérivée pour u^^o es 
positive el qui vérifie l'équation différentielle 






-7'){i-/<'-y')- 



On verra plus tard que, réciproquement, quand on se donne k, 
il existe une fonction univoque sn(u,k) vérifiant cette équation 
différentielle et satisfaisant aux conditions précédentes; puis des 
quantités wi, w^ dont le rapport seul t= — est déterminé, le 
coefficient de i dans ce rapport étant positif, telles enfin que, en 
construisant avec ces quantités les fonctions rf, ^, la fonction 
sn(«,A') définie par l'équation différentielle soil précisément 
celle que définit de son côté l'équation 



■ „/ï; 



-«.£.. 



W'^- 



305. On connaît les valeurs de ^os"; kisU, ^^lU pour m =: to,, 
u ^^ tiJa, M r= (lia et l'on sait ce que deviennent ces fonctions quand 
on augmente u de ti»,, (Oj, «a- 1' est donc aisé d'avoir les valeurs 
des fonctions snw, cn«, dnM, pour les valeurs de u égales à 
(ûiy e, — ■ Câ, bi^^e, — Ca, (1)3 ^ei — ej et ce qu'elles deviennent 
quand on augmente u de l'une ou de l'autre de ces quantités. 
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(I convient, pour nous rapprocher encore des notriUons de 
Jacobi, de poser 

on en conclut, à cause des formules (XXXVIj), 

(LXXI) I (3) K=^3Ko|T), 

j(4) K'=-^'3Koi^), 

de sorte que l'on peut envisager K el K' comme élaal des fonc- 
tions de t; on voit d'ailleurs, sur ces formules, que la partie réelle 
du rapport - - = - est toujours positive et que l'on a 

(LXXtO g^e'""^. 

Nous n'emploierons pas de notation spéciale pour 

u)îv'ë^c^= — (K-i-nc). 

Observons de suite que, si w, et — ? sont réels et positifs, on a 

K= r'- i^— — K- r' ^ . •"- _^ . 

en donnant aux radicaux le sens arithmétiqire. 

306. Avant d'écrire le Tableau qui donne les valeurs de snw, 
cnw, dn« pour les valeurs R, l'K.', R-H i'K.', ouïes formes que 
prennent ces fonctions quand on y remplace u par «+K. 
w-(-[K', u + R-t-iR', « + 2R, a4-2iK', H + aRn-aiR', 
remarquons que les fonctions sa m, cnw, dciu peuvent être définies 
au moyen des fonctions 3; il suffit, pour cela, de se reporter aux 
formules (SXXIlI.^o), 

' 3-,(o) ■ " a„,(o) 
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.i <]ûiirienl immédiatemenl 

_ â,(o) y»». Al-»./ 



%(. t •) 



ou, en se reporLanr aux formules (XXXVI ^ , XXXVITi. 
LXXI,_,), 



S'i 


(â) 


■Ji':,. 


(i) 


/r-^- 


(à) 


'^'^ Ss 


(fn)- 


_3, 


'(b) 



[ (8) d«u^ A'^ ^ 

307. Ces formules mettent en évidence ce ("ail, que les pôles des 
fonctions snw, cnu, dnw, qui sont tous simples, sont les zéros de 
la fonction ^i ( rï? ) ' c'est-à-dire les points 
«= ,:ii'+^,mK-;-7.H(K', 

m, n étant des nombres entiers; on voit de même que les zéros 
de siïM, cn«, dm* sont respectivement congrus aus nombres o,R, 
K-l- iYi! {modulis aK., a/K'). Elles sont d'ailleurs aussi propres 
que les premières définitions à fournir le Tableau de formules que 
nous avions en vue, et qui résultent alors des formules (XXXIV) ; 
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on parvient ainf 


ii aux résiiUats suivants ; 




/ sr.(-it,/r)--sn(a,A-), 


(I.XXHii 


cn(- «./:)= CTi{«,A), 




( dn(— «, /0= dn(K, /t). 




[ sn(« + 2K)=-sn«, 


(LXXIl,) 


cn(«^.K).-c„«, 




( dn(«-H2K)-^ dnii. 




( sn(B-H2iK')- sn», 


(LXXIIO 


„(..+.«., — „„, 




( Ji,(o + 2iK') = -dn». 




1 .ndn-aK + iiK')»- 


(LXXII.,> 


cn(.. + ïK+2.-K'), 




i dn((t^2K-)-2iK')- - 




1 ,„(.^K)„JÎ|. 


(1,XX11„) 


.n(. + K) — A-'S, 




!■>""'-">-'• a^/ 




.„(,. + iK')- j^-. 


(I,XXM„j 


"<- — ^!H 




iln(„^t.iK')™-iî]^. 




( .«(.+ K+.-K')=A^ 


(LXSII,) 


r,n(«-hK + iK') = -.-5 



I rln(uH-K-H/K')=iA' 

Il résulte de là que snu, cnu, dn« sont des fonctions double- 
ment périodiques admettant comme périodes primitives les 
nombres 4^< ^ilC'j iK., ^K + 2(K.'; 2K, 4^^' respectivement. 
Les carrés de ces fonctions admclterit comme périodes primitives 
2K, aiR'. 
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308. En posanL u^o dans les fommles précédente; 
imm éd ia te me n l 



cn(K 


+ ■ 


■K') = - 


L-', dn(K 


-^- 


iK') -.0 


»(,.K + i, 


K' 


)= 0, 


oo(»K + »i 


;k' 


)= 1, 


dn(aK-i-i, 


iK' 


)--l. 



diiaK= 1, di](3K-i-2iK')-= — I, dnM(K' = -i. 

Ces formules monlreni immédiatement que, dans le parallélo- 
gramme primitif o, 4^, liK!, 4K-H- ai'K', les zéros de la fonc- 
tion snw sont o, aK, et que ses pôles sont l'R.', aK + î'K'; ces 
zéros et ces pôles sont simples. Ce fait est mis en évidence sur 
\&Jig. I du Tableau de formules, où l'on a noté les valeurs de la 
fonction s = sn(M, A-) ans points dont l'affixe u est mK + ziiK', 

Les fig. 2 et 3 du Tableau de formules mettent de même en évi- 
dence les deux zéros et les deux pôles, tous simples, des fonc- 
tions cnif, dnM dans leurs premiers parallélogrammes (' ). 

309. Les formules d'addition résultent immédiatement des 
formules établies pour les fonctions E. Nous nous contentons de 
les écrire : 

(LXXin)j(9.) cn(t. + ^) ^ ^" " "" -■ A'"r't"snC ^"'^ ' 

1(3) .„(«..)-. ''^ii^^^l ^-—"-- . 



{') 1,3 fig. 4 du Tableau de formules se rapporte à la fonction p{u | u,,t*j 
elle met en évidence le tait que la somme des deui zéros de cette fonction s 
tués dans le parallélogramme primitif : 0, 21U,, — sw,, au^, est égale à -- au,, 
i|ue le point est un pôle double de cette fonction. 
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(!) 


>"<" + "'•"<" 


' i — k^m^um^a' 


(LXXIV) 


(1) 


„(. + .)„(„ 


-'')-7lVsn"lTr,"r' 




(3) 


dii(« + «)tln(« 


dn^a — ^'cn'asnîu 




"' i-Aîsn'<tsn5« " 




(4) 


■ „(. + o)+>n 


2snKcrv,ïdn« 




" "' i-/c'sn=wsn«a' 




(5) 


,„(.■ + „)-„ 


a sn o en a dn u 








(6) 

(7) 


::::;:: 


2cn((CTi« 


(LXXIIJ) 


— 2sn(tdnKsn«dn(t 




(" "^ ,--Assn=«sn«a 




(8) 


dn{u + a)-hàr 


(''--)-TZ^r,fê^' 




(9) 


àn{u-ha) — âii 


^ — s;r'isn«cn«sn«cn 




'" *' 1 - A:2snî«sn5« 



310. Considérons, par exemple, la formule (LXXIII5) : le pre 
micr membre est nul si ia quantité snct est nulle ou infinie, c'est 
à-dire si l'on a 

en désignant par m et m' des entiers quelconques, ou si l'une Ai 
quantités cn«, àaii est nulle, c'esl-à-dire si l'on a 



.(2, 



■OK^ 



Ce premier membre d'ailleurs ne peut être nul que dans l'u 
ou l'autre de ces cas. 

On eonclut de là que toutes les soUilions de l'équation 



nt données par les formules 
On trouve de même que toutes les solutions de l'équation 
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sont données par les formules 

et que toutes les solutions de l'équation 

sont données par la formule 

aT = ±a-t-2mK-v4m'(K'. 
En particulier, les solutions des équations 

sont égales deux à deux. 

3i\. Supposons {i>i et -^ réels et positifs. Si l'on se reporte 
aux formules qui définissent A^et A:', en se rappelant (n" 121) que 
\/e^ — 63 est un nombre négatif tandis qtie \/e, — «21 \/ei — Cj 
sont des nombres positifs, on voit que k et k' sont positifs, 
plus petits que i; K et K' exprimés au moyen de k^, k'- par les 
formules 



■-1 



Ai -«")(■ - 



sont réels et positifs, 

S! H est une variable réelle, les formules qui donnent sn«. 
en M, dnu, sous forme de quotients de â montrent que ces fonc- 
tions sont réelles. Si « reste compris entre o et K, aucune des 
dérivées ne peut cbanger de signe : les fonctions varient donc 
toujours dans le même sens; sn « croît de o à i, cnit décroît de 
I à o, dnH de 1 à k'. Il convient de remarquer que la fonction 
dnM, qui ne s'annule et ne devient infinie pour aucune valeur 
réelle de u, reste positive pour toutes les valeurs réelles de u. 
De même, quand k croît de K à 2K, les dérivées ne peiivent encore 
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changer de signe; sn n décroît de i à o, en « décroît de o à — i , 
dnH croît du k' ii i. 

Ensuite les formules relatives à l'addition de sK montrent 
comment les choses se passent dans l'intervalle (aK, 4'^}- 

312. Lorsque u = iu' est purement imaginaire, ^ sn{iK') est 
une fonction réelle de ii' ainsi que cn(iu') et dn.(iV), Les dérivées 
par rapport à u' de ces fonctions sont respectivement 

elles ne changent pas de signe quand u' croit de o à R'; dans cet 

intervalle -sn(i«'), cn(îV) et dn(tV) ne peuvent prendre que 

des valeurs positives puisque ces fonctions sont positives pour 

II' ^ o et ne peuvent changer de signe ; on volt donc que t su ( iu') 

ot'oît de o ù -1-00, et que cn(iV) et dn(iH') croissent de i à H~co. 

D'ailleurs, quand u' tend vers K', le quotient ■ ■ - ' tend vers k, 

, 1 — A^sn^fiu') , ,„ drL(iV) 

puisque son carré — — — -- ; - , -- tend vers k^ et que - — p-K reste 

réel et positif. 

Lorsque u' croit de K' à aK', — -^ — -, cd((m'), da((«') crois- 
sent de — oo à o, — r et — i respectivement. 

313. Enfin la formule 



sn(« + 60-sn(a-iO = 



où o et 6 sont supposes réels et où le dénominateur du second 
membre est par conséquent réel, montre que sn(a -f- bi) ne peut 
être réel que si 6 est un multiple de K.' ou si a est un multiple 
impair de K.. Si b est un multiple pair de K.', en effet, le facteur 
sn(6i) est nul; si 6 est \\n multiple impair de K', sn''{bi) qui 
figure au dénominateur est infini et le second membre est en- 
core nul; si enfin a est un multiple impair de K, cncï est nul. 

D'ailleurs, dans ces différents cas, sn (a -|- hi) est réel. En parti- 
culier, on voit que sn u est réel quand le point u va en ligne droite 
de o à K, de Kà K -i- (K', de K--+- îK' à iYJ. Le point u décrit 
alors trois côtés d'un rectangle; pour le premier côté sn« croît 
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de o à 1 ; pour le second de i à ^rJ pour le Iroisième de ^ à -h oo. 
Ëniin, si snu est réel et positif, les formules du n° 310 donnenL 
toutes les valeurs de u, en y supposant que a soit représenté par 
l'un des points de la ligne brisée précédente. 

De même pour les valeurs réelles et négatives de tsnK et le 
quatrième côté du précédeni rectangle. 

Les autres fonctions cn«, dn« donneraient lieu à des obser- 
vations analogTies qnc le lecteur n'aura aucune peine à faire de 
lui-même. 

Sl'i- Les fonctions 3 et leurs quotients ont été envisagés par 
plusieurs géomètres; elles se présentent souvent sous d'autres 
formes qu'il nous reste encore à faire connaître. 

Comme l'a fait' observer Kroneeker dans ses Cours et dans 
plusieurs de ses Mémoires, la fonction doublement périodique 

s'introduit d'eile-mërae dans quelques questions importantes 
d'Arithmétique et d'Algèbre. 

Kroneeker désigne psv /onction elliptique: El, la fonction de 
deux variables v et t, 

En tenan t compte des formules(XXXlIIji^)i),(XLa),(XSX VIL). 
on voit que cette fonction est Vièe aux fonctions doublement pério- 
diques précédeuimcni définies, par les relations 

(LXXVî) El U ^) = 4 V^;^:^, V^i-^z io3(2«| t), 

Pour les valeurs particulières o, -> — -,— . -7 de l'argument c, on 
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Les deux relations 






^' "'"'■' 3.('+5) *'"' «(-:■;)' 

OÙ m, n sont deux entiers (juelconqiies, se déduisent sans peine 
des formules {XXXIV). En supposant m pair et en remplaçant c, 
m, T par ■f.v, 2m, ■ït, on obtient les relations 

dont la première met bien en évidence la double périodicité de la 
fonction EL 

En remplaçant sn(j(, k) par sa valeur 



1 peut mettre la relation 

en u dn M = -^^ = /(i — sn'u) (i — fta sn^u) 



sous la forme 



— = \/'-^ ='■(%)*'="('' î)' 
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OÙ l'on a posé (' ) avec Jacolii 

(LXXV,) P = '^+i = 

la formule d'addition de la fonction elliptique El(c,-1 

déduit facilement : si x, y, z désignent les trois fonctions 



^.E,(„,J), , = K,(,+ „,=), 



on a 

(LXXVs) 3 = -^ - — ^^ -^ r-^ —^ 

^ «' t — x^y^ 

315. En terminant ce paragraphe, indiquons, relativement aux 
fonctions Sr, d'autres notations qui ont nn grand intérêt historique, 
qui sont souvent commodes, et dont nous aurons à faire usage. 

En conservant aux quantités K et K' la signification donnée par 
les formules (LXXIa_i), posons 

(,) H(«)=a,(jJ), 

(„ ew =3.(â). 

(3) H,(a!).3,(^j, 

(4) e,(.)=a.(^). 

Les fonctions snx, cna:, dna; s'expriment très simplement au 
mojen des fonctions H(j:), H, (x), &{x), 0, (x) du même argu- 
ment X. On a 

î (5, ,„^-_L ïïiîl, 

(Lxxv,, (c, ».= f 1^. 

Les fonctions H(^), Q{x), H|(a;), 0,(x) jouissent des pro- 
(') Œuvres, 1. 1, p. aee. 
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priétés suivantes, qu'on dcdiiit immtidiatemcnL (les 
(XXXIV) 

/ U(^^^mK) ^(-i)"'H(2.}, 

j H,(2: + a/«K)=(-i)"'H,(*), 
( e,(3;-i-2niK) = 0,(a^l; 

I Ui^^^miK') =(-,)'"AH(:k), 
\e(x-i-2miK') =(— i)"'A0(37), 
■ Hi(^-l-2nîiK') = AHi(a^), 
I Oi ix + imiW ) ^ ABi(x). 

; H(^4-K) = H,(:r), 
) 0(a- + K) = e,(37), 
I H,(:^ + K)=-H(^), 

H,(3: + iK')= Be(^), 
' " 1 9, (ar-!-tK,')= BH,(3-), 

m étanl, un entier quelconque. 

316. En se reportant ans formules (XXX1II,_b), o 
diaiement, en remplaçant la lettre u par la lettre x, 



(LXXVIII) 






Nous poserons 
(LXXIXi) 
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on a alors iminédialemenl les relations 

(LXXIX;) 7.{x -f. aK) =. Z(a-), 

(LXXIX3) Z(^-i-,JlC} = Z(^)-'^. 

317. C'est ici qu'il convient peut-être d'expliquer la différence 
entre les notalions que nous adoptons et celles de M. Hermite. 

Dans la plupart des Mémoires de l'illustre auteur et, en particu- 
lier, dans son Cours autographié de la Faculté des Sciences, 
K. et K.' désignent des quantités quelconques assujetties seulement 
à ce que la partie réelle du rapport ^- soit positive; il pose 
alors (') 

(j = e "s 

Les quantités R et K' de M. Hermite étant quelconques, on 
peut, sans inconvénient, les identifier avec celles que nous dési- 
gnons par W| el -4; si l'on adopte cette convention, les fonctions 
ti(;c), 0(a;), K,(a:), 8,(3;), avec le sens que leur donne M. Her- 
mite, sont respectivement 



«w-K^). 


6(.T) 


-.(4)- 


H,W = .,(i), 


9,(3;) 


-M^)- 


ilte pose ensuite 








H.(«) 

e(») 


■ '—^^'Wy 
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les fonctions qu'il désigne par snx, cn^, dn^ sont don<: 
celles que nous désignons respectivement par sn [x \/e, — (?gl, 
cn{x ^ci — Cg), dn{j;\/e, — £3). Au surplus, pour M, Hermile, 
— - admet pour limite, quand x tend vers o, la quantité qu'il 
désigne par fc>, savoir : 

_:_ !!>_) = ' 5Uo) _ ,— — 

318. Briot et Bouquet emploient les notations 

avec le sens que M. Hermite donne aux symboles so^, en a:, ànx. 
Leurs notations s'identifient avec celles que nous avons suivies, en 
supposant que les quantités qu'ils désignent par w, 01' soient celip-^ 
que nous désignons paraw,, awj et en posant 

\(x) = m{\/ei — e33:)< 

319. Si, au lieu de laisser les quantités K, K' indéterminées, 
on suppose K, elK' définies comme fonctions de la variable /c par 
les deuK intégrales 

,, r' dx ,,, /■' dw 



et si l'on entend alors par H(^), %{x), n,{^), 9,(a;), les quai 
fonctions définies par les relations 
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ces quatre fondions sont précisément celles de Jacob! ('). Lo 
lecteur verra plus tard, après avoir étudié le problème de l'inver- 
sion, que le sens que nous avons attaché aux symboles II(^), 
%{x), ïl,{x), 0|(a:)aun° 315, sens auquel nous nous attacherons 
dans tout ce qui suivra, est identique à celui de JacoLi. 

III. — Transformation linéaire des fonctions elliptiques. 
320. Si l'on suppose Q, et ti^ liés à m,, Mj par les formules 

où a, h, C, d sont des entiers liés par la relation ad — f)c = ï, les 
fonctions ^oa(" 1 ^n ^^s)! ^Py(« | ^^i t '^a) s'expriment immédiate- 
ment au moyen des fonctions ^i)a'(« | W|, tun), ^^y{u\M,,iùi'), 
où a.', P', y' désignent comme a, ^, y les trois nombres i, a, 3, 
rangés dans un ordre quelconque. Reportons-nous, en effet, au 
Tablean (XX,,); ce Tableau permettra de déterminer, suivant les 
valeurs de a, b, c, d, les valeurs des indices X, p., v tels que l'on 
ait {XX, ) 

et il est clair que les douze fonctions ^ formées avec les demi- 
périodes 0,, Q.J ne seront autres, dans leur ensemble, que les 
douze fonctions ^ formées avec n»,, (O3 ; mais tes indices des fonc- 
tions égales ne seront pas les mêmes, sauf dans le cas 1° du Ta- 
bleau (XX^). 

321. La substitution d'un conple de périodes équivalentes af- 
fecte un peu plus profondément les fonctions snw, cni(, dnw, i'i 
cause du facteur \Je, — e, qu'affecte aussi cette substitution. 

Reprenons les notations du n" 187, et désignons encore par 



(') Compare! la lettre d'ticrmite à Jacobi, Weii e, t. U, p. ; 
tfouve pour la première fuis les symboles B, et H,. 



y Google 



196 CALCUL DIFFËRENllEL. 

I, I! les quantités ^(t), A''(t), de sorte que l'o 

5j (o I T) _ 

-3f(o|T)" 
-SKo|T)- 



Posons a 

(LXXX) 



(3) l.^i^,/iT 
i (4) <X'=Û3/^ 



On sait, dans chacun des six cas du Tableau (XXq), exprimer 
y/E) — v,i au mojen de y/e^ — e^ , \le\ — e^ , y/e, — e^ ; on pourra 
donc exprimer LelL' au moyen de K,K', A, k' . Le Tableau (XLVl,) 
donne, d'autre part, les valeurs de <f (t), ^{_t) au moyen de '^('c), 
^(t), et, par suite, les valeurs de i=; o'{t), /'= i};1(t) au moyen 
de* = .f'(T),*'=4'(,). 

Plaçons-nous dans un cas particulier, par exemple dans le cas 
,'i" du Tableau (XXc), où >.= 3, [a = 2, v = 1 ; «== o, Z. = j , 
c^. I, d^o (mod.a). On a alors (XX,) 

cl, en consultant le Tableau du n° 187 ou le Tableau {XLVl, ), 



;-(-o 



r=C-i)V.-; 



a donc a 



D'après la formule (LXVIIO et en tenant compte du Ta 
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l)leau(XX,), onad'aiUcars 



.n(,.,i).v'll,- 


— 1 LA,- 


-lis 


1 






''•Id 


— i:i 


■H 






„ ^- 


-es 


,„.l 


= l/i^ 


— ,fir^ 


-E, \/e, 


— e, 


'•m 




— es 


1», 


,-. 




Vï 


1 — e^ 



•'['-^^] 



d'où finalement on distinguant deux cas, suivant que l'on a 
/;^-|- I ou que l'on a fo ^ — i (mod. 4), et en faisant usage des 
formules {LXVII,.., LXXII,), 

On irouve de même, dans ce cas 5" du Tableau (XXg), 



Ce cas 5" présenle un intérêt particulier. 11 donne les formules 
qui permettent de passer du cas où l'argument u est purement 
imaginaire au cas où l'argument u est réel; k est alors remplacé 
par ± k'. 

On observera que les fonctions sn(M, k), sn(H, l) vérifient res- 
pectivement les équations différentielles 



dr' 



;=(i-J>)(i-*'7'), 

'(i-7")l'-(i-*')7'l- 
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On esl ainsi amené à celle proposition, que le lecteur vérifiera 
sans peine ; Si une fonction ^{u) satisfait à la première de ces 
équations, la fonction 



^(7) 



satisfait à la seconde. 

322. Les calculs se font, dans cîiaqne eus, avec !a même faci- 
lité. Les résultats sont consignés dans les deux Tableaux qvi sui- 
vent, que nous avons séparés pour la commodité de l'impression : 

le premier donne les valeurs de l, V ei du facteur ^ ^ ; ' — '- < 

M j/ei — 63 

par lequel il faul multiplier aK + it'K', cR 4- rf/K', pour obte- 
nir L et i\J ; le second donne les expressions de sn((i, /), en (m, /), 
dn(i(, /); chacun des six cas des deux Tableaux correspond aux 
sis cas du Tableau (XXg). 





1. 


/■, 


M ^/i;ir7^ " 


r 


(-.i)T/, 


i-'f'^i'' 


(-,)T 


..■■ 




'-•>H 


(-1)^/,-' 


y 


(-O-'^'i: 


- - 1:' 


(-.r^'* 


4" 


(-'i^jr. 


( 1) ;.. 


(■(-1)"^'!' 


5" 


{-i)~^ A' 


(-,)^';.' 


i(-j)"^ 


C," 


(-o-ï^ 


i-,T'ri, 


•X-i)^'.- 
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■»(.<.(). 


tn(u,n- 


(lH(i<,/). 


,• 


,„„ 


„,. 


dnu 


,. 


;,.!i 
"i 




K' 


3° 


'••'i 


""1 


"'J 


4" 






'^"JK' 


5" 


'cT^ 


^? 


dn" 


6" 


' *3 


'^"S 





On observera que dans les deux cas i" et 3", c'est-à-dire 
lorsque c est pair, la fonction snw se transforme en tine fonction 
de mêreie nature. 

323. Lorsque c est un nombre pair, on voil sur le Tableau 
(XXfl) que V est égal à 3 el sur te Tableau (XLIIs) que m'" = d 
et que, par suite (XLUî), on a 



On a donc, en divisant membre à membre la première et la 
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ipatrième des formules (XLII), 

3.(v|T) _ 5-|(^|-^) -^^''.~rf.. 

Dans les notations de Kronecker, cette rclalion se présente 
sons la forme 

En posant 

a=-.a, ^b='^, c^-2-!, d = à, 

et en remplaçant f et t par ac et a^, on a donc 

OÙ c, p, Yi 3 sont quatre entiers dont le second p esl pair et qui 
sont liés par la relation aS — py = ' ■ Celle formule est d'ailleurs 
équivalente à la suivante ; 

(LXXX,) |.:1|(3-Pt):',i|-E1(<.,t)<-5ïh-^ï+5-i, 



c'est la formule de transformation linéaire de la fonction ellip- 
tique El, pour p pair, sous la forme dont Kronecker a fait usage. 



IV. — Transformation quadratique des fonotious elliptiques. 

324. La substitution aux deux demi-périodes w,, Wj des deu- 
demi-périodes 



lorsque a, b, c, d sont des entiers et que le déterminant 
ad — bc = n est positif, dépend delà multiplication d'une pé- 
riode par n et de substitutions à déterminant -J- i. [l nous reste 
donc à faire pour les fonctions i, sn, ... ce que nous avons fait 
pour les fonctions ti et S (n^MSO à lig et 242 à 270). Les résul- 



yGoosle 



LUS QUOTIKSTS DUS FONCTIONS 5' !1T DES FONCTIONS S. 30I 

lats se déduisent, par de simples divisions, de ceux qui oni été 
établis dans ces mènnes numéros. Comme alors, nous traiterons 
d'abord du cas où n = 2, puis de celui où n est impair. 

Dans ie premier cas, pour ce qui esl des fonctions ^, nous 
nous dispenserons d'écrire les formules qui résidteni immédiale- 
ment des Tableaux (XXII) à (XXV); nous nous contenterons de 
considérer les transforma lions des fonctions sn, en, dn et nous 
nous servirons pour cela des formules relatives aux fonctions S qui 
sont un peu plus avantageuses. 

32S. Rappelons d'abord, parmi les formules (XLIX), les sui- 
vantes 

et observons, en passant, que les deux dernières se déduiraient 
des deux premières en changeant t en — ;■ On en déduit très ai- 
sément 



;f"(,, »/,-*,,/>. 



"G) 



si, dans les derniers membres, on regarde ^2 comme un nombre 
positif, ces formules définissent les radicaux \/i 4- /f*, V^i — ^''i 
\/i + k, \/i — k comme des fonctions univoques de x ; en d'autres 
lermes, ces formules ^a;e/t( le signe de ces radicaux qui appa- 
raissent dans diverses questions de la théorie des fonctions ellip- 
tiques, et que nous prendrons désormais avec cette signification 
précise. 11 est bien clair que, si - esl réel et positif, les radicaux 
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doivent élre pris avec leur sens arithraéùque, puisque les der- 
niers membres sonl alors manifeslement positifs. 

Il convient d'observer que l'on a, en adoptant ccUe détermina- 
tion des radicaux, 

j/T^T/c' /7TT' = /. , s/\'~l v/ m = /,■' ; 

la première de ces relations, en effet, si l'on se reporte aux défi- 
nitions, équivaut à l'égalité 

qui résulte très facilement des formules (XLlX-_f,). On a aussi 

v/2 i/TTJ /r+T = 1 + /c -H k', 

puisque les carrés des deux membres sont manifestement égaux 
cl que cbacun des deux membres définit une fonction analytique 
de T ayant une valeur réelle et positive dans le cas particrrlier où 
"t est réel et positif. 

Les formules qui définissent y'i + /f', ;/i — k', . . . donnent, in- 
versement, 

\/i-h/.-' \fi-\-k' 

326. Plaçons-nous dans le cas où aux demi-périodes w,, U3 on 
substitue les demi-périodes —1 W3; -r est alors remplacé par st et 
si l'on désigne par \/l et \/J' les quantités !p'(2T), ■['^(at) qui 
remplacent ^^ ~ ç^(-r) et \/Â'= '} = (■:), on aura, d'après ce qu'on 
vient de dire, 

(LXXXI) I " _ 

où les signes des radicaux, fixés comme on l'a expliqué, sont 
assurément tels que les valeurs de \/I, \fl coïncident respective- 
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lïienl avec celles de 

îî27. Si l'on désigne maintenant par e, , e^, \/-e, — Ea, les quan- 
tités qui remplacent e, , e-j, \/e, — es et par L, L' les quantités qui 
remplacent K, R', savoir : 



■'■(5I?'"')' '■"''{'"[-■■'•)■ 



[m 


L = ^i/e.-ï.- jSi 


(LXXXI) i 

((-1) 


L.=¥,.=4,., 


el, si l'on pose 




(LXXXIi) 






K 2M SK«I>)' 



el, par suite, en appliquant la formule (XLVIIi), 

aî(ola,)= j[3î(oi,) + 3j(oh)l = li^aS(ol,), 

(LXXXI) 

(«) L' = (.+A'')K-=ïj. 

328. La formule (LXXIc) donne ensuite 



""''"^5#^- 
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Rn applK|uanl les formule? <lc transformation (XI^VIIi), on a donc 






lais, en vertu de la valeur trouvée plus haut pour L el des for- 
iulcs(LXXT„_s), on a 















/' <i.^ 



on a donc enfin 

(LSXXII,) sn(tt. O^fi-i-'î-')- 



On cdt amené ainsi à celte conclusion : si la fonction /(w) 
vérifie l'éqoalion différentielle 



la fonction 

'■^''>/(7^)\A-/-'(7J;) 
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vérifiera l'équation difFércnlieile 

£-(-»-[-(^)'"']- 

i:L c'est ce cjue le lecteur constatera eu effet sans peine. 

On trouve de même, en tenant compte des formules 
donnent \fl, \[l' en fonction de k et de k' , 



(,_A-')dii^^^, 



La transformation que nous venons de considérer est 
iransformation de Laiiden. 

329. Le cas où l'on remplace w,, wj par w,, —, ou i par 
traite de la même façon au moyen des formules {XLViïI); 
nous contenterons d'inscrire les résultats. 

Si l'on désigne ici par y/Xet yJT! les quantités tp^ ( ^ Ji 'h'- 
et par iîj , e'^ les quantités (XXIV^ ) ; si enfin l'on pose 



'(S) 



(3) a = »ii/b;-i!; = 



M= ^ 



(0 /î = /; 



v* 
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et 

(LXXXIII5) 

d'où 

(Lxxxni) 

330. On 
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1(3) A = (i + *)K = -5, 
issl en faisant usage des formules (LXSI. .) 



.,i(i*,X) = f, + ^)- 



II est à peine nécessaire de faire observer rjiie l'on peut parve- 
nir au même résultat en exprimant d'abord les trois fonctions 
elliptiques sn(K, )>), cn(H, )>), dn(((, X) au moyen des fonctions 
sn(i(,X'), cn(M,V), An{u,V), ce qui est une transformation li- 
néaire (cas 5" des Tableaux LXXX|i_(,); puis les trois fonctions 
sn(«,X'), cq(u, V), dn(i/, V) au moyen des fonctions sn{-—-7:,> A')» 

enf pj/f'li dn I p i k'h ce qui est une transformation deLan- 

den; puis enfin les trois fonctions sn 1 t>' k'\> cn( p, k'\, 

dn( — j;,) k'U au moyen des fonctions sn(^— r» ^]i en (— t' A}? 
dn( — Tf /fji ce qui est une nouvelle transformation linéaire. 

La transformai! on précédente est dite Iransfonnation de 
Gauss. 

331. Les formules de transformation quadratique des fonc- 
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tions 3, à l'aide desquelles nous venons d'établir les formules de 
Landen cl de Gauss, permettent aussi, comme l'a montréM.Her- 
mite{'), d'obtenir des développemenls pour les fonctions ellip- 
tiques sn, en, dn, dont l'iiiiporlance a été mise en pleine lumière 
par l'illuslre auteur. 
Les formules 

3,(.)S.(.) = îïî'»S.(.|^), 

doiU les deux premières sont identiques à deux, des formules 
(XLVIIa), dont les deux suivantes sont identiques à deux des 
formules (XLVIIIo), et dont les deus dernières se déduisent des 
précédentes par le changement de t en t-|- i, donnent immédia- 
tement, par de simples divisions et en tenant compte de la défini- 
lion des fonctions <p(':), ^('c), d'une part, les relations 



, Mi^M^ 


' 'il 







(SI") 



(') Comptes rendus, t. LVII, p. 996, et dans son Mémoire : Sur quelques for- 
mules relatives au module dans la théorie des fondions elliptiques {Jownal 
de Liouville, v séde, t. IX, p, 3iS). 
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et, d'autre pari, les relations 









(Mï) ' 
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Par un groupement convenable des termes des séries 
{XXXn,.^) qui définissent les fonctions 2r,, Sr^, %, Slj, on peut 
déduire de ces sis relations les développements donnés par 
M. Hermile. 

En remarquant que, si l'on change t en , q devient i\j7j'' 

on a, par exemple, pour le développement de la fonction 

3, (— ^ ) qui figure aux numérateurs de la première et de 

la dernière des six relations, 

'îl-' - ..(.H 11*1 

OU, en séparant les termes de rang pair et ceux de rang impair, 

_|,„,..-,i,...-...i,.,„._„«j 

.„ï,l2(-.)-î'»-^.i.(iv*.)^, 

où dans la dernière somme l'indice v prend toutes les valeurs en- 
tières de — 00 à + co. 

On a ainsi ies développements 



^^,''^■^1;^ 



51 <-"•»■'""•""■'•' -'"S 



T. et M, ~ II. 
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~"°°'"'+')S 


■""-''-' 2<- 


-■'"»"' =°"''ï 




'■""""«-+■'¥ 


-f<.^^"' 2,« 


"«.,î„(.iv + ,)î| 


2,— 


'cos(4v + t) -^'^^ 



2(-. ..,-".". c..(i, + ,)l 

:tli2. Pour i( = o, les développements de criH et diiM donncnl, 
en prenatil préalablement les dérivées par rapport à u des numé- 
rateurs et dénominateurs des derniers membres qui se présenteni 
sous la forme ^, 



"■?(-) 



/;,-._j^ = &fc^^«'''"^ 



2?-"" 2<-'«<'-^"ï'"-° 



un a donc, pour les fonctions modulaires 'f (t), 'I'(t), -f''{T), '{''("). 
les développements 
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Vk' =4(0 = 



2;,..- 



2 <■< ■ + ■)?'■" 

YV = o>( -) = i/s?i — - 



V;7F=t-(^)- 



2(-I)■(^ + I)^>(»■ 



2(-')'«« + 0./«" 



donl les deux premiers ont élé déduûs par Jacubi des développe- 
ments en produits infinis, qui nous ont servi de définition pour 
les fonctions tp(T) et i{x). 

333. En combinant les transformations de Landen et de Gauss, 
on obtient les expressions de sn(aî(), cn(2w), dn(2(/) en fonc- 
tion de snti, cnw, du h, 



(I.XXXÏ) (■•) ii.i,._ °"'° "'"''" li 



o)-" = i=i^i^^ 



c\. ces formules coïncidenl avec celles que l'on obtient en falsaiil 
(( = a dans les formules (LXXIII|_3). 

La formule (LXVII7) permet ensuite d'obteuir l'expression de 
j)(2«) en fonction de p{u). On a d'abord 



]juis, après quelques réductions faciles reposant sur l'emploi de; 
lormules (Vil), 
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On aurait pu, tout aussi bien, déduire celle formule en con 
binant les deux formules (XXII,) et (XXIV,)- 

ZZi. Après avoir remplace u par - dans ces formules, on ■ 
lire, par des combinaisons faciles, les relations 



dont les deux dernières résuUent d'ailleurs immédiatement de \i\ 
première et des expressions de cn^ - > dn* - au mojen de sn-^ - ■ 
L'usage de ces formules est évident; en y supposant successi- 
vement u = K., w = i'K.', on obtient 



dn'" =k\ dn'~ = i + yt. 

En se plaçant d'abord dans le eas où 4. K, K' sont des nombies 
réels et positifs, et en se reportant à ce que l'on a dit aux n"' 3il- 
312 sur les valeurs de sn«, cn«, dn« quand u est réel ou pure- 



ment imaginaire, on voit que l'c 


« a, dao: 


5 tous le 


K [ 


ne 


" ^k 




(K' 


•It- 


dn ï = /F, 


""- 


= v/^ 



A'. 

Si d'ailleurs on adopte les conventions du •a" 32S, on voit im- 
médiatement que les deux membres de chacune de ces égalités 
sont des fonctions analytiques univoques de -7, et que, par consé- 
quent, ces égalités subsistent toutes pour les valeurs de x reprc- 
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senlées par des points situés au-Jessus de l'axe des quantités 
réelles. 

On pourrait opérer de même pour obtenir les valeurs des fonc- 
tions sn, en, dn quand l'argument est égal à ; ; mais, pour 

éviter des discussions de signes concernant les radicaux, il est plus 
simple de déduire ces valeurs des formules d'addition (LXXIII), 

K iK' . . . 

en supposant u^= — > a = — ■; on trouve ainsi 



_/~ 



lu dernicre transformation rcsuUe des égalités 

1 + /; + iA' = i/7+I ( /TTI- -+- i A^ 

On trouve de la mcime façon 



~-)-^ 



2 ^k{^-^k-A-k') AA 



^-f^ — -^W^-W^l 



V. — Transformation d'ordre n des fonctions elliptiques. 

33S. Arrivons maintenant au cas où l'on divise l'une des demi- 
périodes, (ij) par exemple, par un nombre impair n. 

Nous désignerons, comme au n" 136, les constantes relatives 
aux fonctions jîj (t — -i Wj j, rf ( «j — > (i>3 1 par de petites capi- 
tales; ainsi 
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d'après les formules (XXXVIi), on a donc 

Nous poserons aussi 
En oulrc, /, l' désigneront les quantités Cjui remplacent k, A"', sa- 

!i/ei— -Es ^K"!"") 

et il, L' les quantités qui remplacent K, [C, savoir : 

V^Ki — lia K_ K 



(LXXXVr) 



(6) L = ^&|(o|«T):^-^/i(i- 



Dans tous les cas où K, K' et n ne changent pas de valeur dans 
une même recherche, nous représenterons par une lettre unique 
l'e,pr< 



ot'i r et /■' désignent des entiers quelconques; nous poserons 
irK-l-lr'K'i 



de sorte que les symboles «r,», «o,^i qui«eront d'un usage fréquent 
dans ce paragraphe, représenteront les deus quantités 
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Cette nùlalion permet de réduire iiotahlcmeDl la place qiio 
prennent les formules. 

336, En se reporlaot aux formules (XXYli) on ,nira par de 
simples divisions 

Dans les seconds membres les fonctions ^ se rapportent nalu- 
rellementanxdemi-périodes (w,, [1)3) et il en sera de même toules 
les fois que ces demi-périodes ne seront pas écrites explicitement. 

Quant aux nombres r, , /'o, , '"„_,, rappelons que ce sont ;i — r 

nombres entiers dont aucun n'est divisible par n, non plus que 
la différence de deux d'entre eux. 

337. On peut écrire aussi (XXVI,_,) 



=.,(»l"^...)^E..»n- 



(■•^'■■"■' ")■ 

[ci les nombres r,,!-^, ...,?■„_, sont toujours des entiers; 

aucun n'est divisible par n, non plus que la différence ou la 
somme de deux quelconques d'entre eus ; au surplus, quand nous 
écrirons au-dessous d'une formule que /■ doit prendre, ou les 
valeurs ''i, /'s. ■ • •. 'V-n ou les valeurs ''i, /'j. - . -, ''„_[, nous 

entendrons toujours, comme dans les Chapitres précédents, que 
ces valeurs satisfont aux conditions que nous venons de rappeler, 
soit dans un cas, soit dans l'autre. 



ite montre que 
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fonclion ralioimelle de ^oc^^'i '^'^ ^o'!- de même que g^-j f «U--. tuA 
est une fonction ralioniieîle de ^^y « : c'est le produit de ^3^" 
par une fonction rationnelle du carré de l'une quelconque des 
fonctions ^, comme on le voit en faisant usage des relations 
(XXVl5)et(LIX„). 

Nous nous dispensons de multiplier les formules de cette nature 
t[ui sont implicitement contenues dans les formules (XXVI). Tou- 
tefois, nous observerons que les fonctions rationnelles ainsi for- 
mées comportent comme coefficients, en dehors des quantités e,, 
e.,, fig qui y figurent explicitement, des fonctions symétriques de 

p I —1 ) ' P ( ^~~^ )' ■ " ■ ' P — ' ' ^^^ fonctions symétriques, 

comme on le verra plus tard, dépendent, lorsque n est premier, 
d'une équation de degré n + i , dont les coefficients sont des fonc- 
tions entières de e,, e^, c^ et même de ^s, g^. 

338. Ces formules vont nous fournir d'abord l'expression de 
quelques constantes dont nous allons avoir besoin. 
Si nous nous rappelons en effet les formules (LXo) 

nous trouverons au moyen des formules du n" 336, en supposant 
p = 2 et, successivement, y ^ ' 1 Y ^ ^1 ^^ *^" faisant successive- 



,.mï,.)=^..n^g^. 



ou, en tenant compte des formules (LX,), pour i( ^ — w,, 
fi = a, V == 1 et des formules (XXXVIl,, XIII^), 

(LXXXVIO / = A" JJ \f, (^ «.,), (. = ,-., r,. . . ., r„_,) 

ou encore 
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puis 

on, toujours en tenant compte des formules (LX^ ) et (XXXVtls) 



»("•■) 



n- 



Si l'on observe que l'on peut ajouter sans 
l'argumeut de ^aiW et que ^23(0) est égal à un, on voit que le 
second membre peut s'écrire 



*n 



.(Ï-) 



où /'' prend n valeurs entières assujetties seulement à cette condi- 
tion que la différence de deux quelconques d'entre elles ne soil 
pas divisible par n ; on peut donc, en reprenant nos notations ha- 
bituelles, écrire 



-1) 



Formons encore la quantité ^k , — ^ ; rappelons-nous que l'on 
.(LX,) 

on en conclura 

ou, en donnant à r les valeurs 
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et en observanl r|iic la dernière valenr lic y met en évidence le 
facteur ^ojCd, =3 -■ -■ on trouve, après quelques rcdiictions 



nédiates, 



(LXXXVls) M=^-^L=^= TT - 
i/ki — E3 J-/- 






Si l'on admet, comme on le montrera plus tard, que la quantité 
p ('■ — )' ofi '^ est un nombre entier, est une fonction algébrique 
de fil, Cî, 63, il sera évident par les formiiles précédentes que les 
quantités /, V, M sont elles-mêmes des fonctions algébriques de 
^1) ^f>t ^%i on, si l'on veut, de e\ et de A-; mais il est manifeste que 
fil ne doit pas y figurer; en effet, les quantités l, l\ M, de même 
que A- et A:', ne dépendent que de t, en d'autres termes, ne changent 
pas quand on multiplie u, , (d^ par un même nombre m ; mais alors 
e, est multiplié par — ,; par conséquent /, V , M sont des fonctions 
algébriques de k seul; en d'autres termes, il existe une équation 
algébrique entre / et A, et une équation algébrique entre M et A'. 
Ces équations sont dites respectivement équation modulaire et 
équation au multiplicateur. 

339. 11 suffît de se reporter aux formules de passage des fonc- 
tions ^ aux fonctions sn, en, dn pour obtenir les expressions di' 
sn(«, l), en (m, l), dn(H, l)\ on obtient tout d'abord pour les con- 
stantes 

'"''•li'Ê^.' ''-'•'•naît:.' 



n 



Maintenant, la première des formules du n" 336, en y supposant 
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T.rs QiJorii;.\r<i t>es fonctions ï et bes fonctions 
= 3, donne 



ou, en remplaçanl ;( j)ar ■ " ■ • 

De même 

ILXXXVII) "■' 

340. Dans ces diverses formules, /■ doit prendre les valeurs / 
/■o, ..-, /*,i_i ; on les transforme aisément en supposaot qu'il preni 
les valeurs 



les divers produits qui figurent dans les seconds membres se pré- 
sentent alors comme des fonctions rationnelles de sn^ u ; en par- 
ticulier pour sn ( jTT. ^1, le résultat auquel on parvient est natu- 
rellement le même que celui qui résulte immédiatement de lii 
première des formules du n" 337, pour a ^ 3, savoir : 

(..xxxviu) ■■(fi.'),^,...]][ .^l..,:.°i°::,..„ ' 



On voit Ici apparaître un phénoiuènc analytique sur lequel nous 
avons appelé déjà plusieurs fois l'attention; y étant une fonction 
de u qui vérifie l'équation, différentielle 
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li existe une fonction rationnelle z de y qui vériGc l'équation 
différentielle 

«•(£)'-<'-'■>'■-'■■■''. 

M et / étant des fonctions algébriques de /(. 
On a de même 



|(6) ..„(^,i)=,h,.n- 



r '■'•'•■ ^y 



3il, C'est des formules relatives aux fonctions ^, ou plutôt 
aux fonctions rf, que nous avons dédnit les formules de transfor- 
mation des fonctions sn, en, dn; il va de soi qu'on aurait pu 
partir tout aussi bien des formules de transformation relatives 
aiiK fonctions S; nous ferons même observer que ce mode de 
calcul, que nous laissons au lecteur le soin de développer, pré- 
sente, relativement au calcul des modales transformés /, l', un 
avantage : il permet d'obtenir y^/, t/l', avec leur signe; on a eu 
efFet, par définition, 



/; = 



â.(o|„ 



„[«,) 



t par conséquent (Ll^ ) 



S"5.^TT^. 



in; 



3.(0) 



n 
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(LXXXVIs) 



/7=(-,r (Arnin^S:!' 



(LXXXVIO /f = (i/F)"J|_L_, (,. = ^,,,.^, ... 
En se reportant à la valeur de M, oo iroiivc enfin 






n 






n 



3*2. Les to.cuons .n(|, (),cn(^,, (),cln(â. ') »'"pri- 
ment aussi par des sommes de fondions sn, en, dn, dont le mo- 
dule est k. Nous parviendrons plus tard à ces expressions par une 
voie très simple et presque sans calculs; mais il est intéressant 
d'observer qu'on peut les déduire, dès maintenant, des formules 
(LXXXV[I,_o) en décomposant en fractions simples les fonc- 
tions rationnelles, regardées comme des polynômes en Hn^(u, k), 
qui représentent les fonctions 



"(S-') "(S'') 'ii(S:i 



Le dénominateur commun de ces fonctions rationnelles de 
sii^ [a, k) n'a que des racines simples, comme on le reconnaîtra 
facilement en se reportant au n" 310. On a donc 



"(!•')_ 



nv 



S^--^2^ï^ 



(■■='•■■■■■' 



Le calcul des coefficients B^se i'all d'après les règles ordinaîr 
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on U'ouvc (') 

(-0'B„=^«-on.,,a„,.,...; 

|jiiis, en tenant comple de la dernicre forme sous laquelle on a 

mis M, 

En faisant usage de la formule d'addition (LXX.IIt.,) et après 
quelques réductions immédiates, on a enfin 

,r.XXXVlIO ,n[^^,l)=':f^,n(.^,a..,), 

(/■ = /■„, >■:, .... )■„_,). 
343. On parvient au même résultat en observant que la rela- 
tion (LXXXVdj), que l'on peut éerlre, en posant j;- — 'sn (h, A) 
ely = 3„(f,(), 

") -n(:iT£7:;"')-"^-ni-"'-""".-') = ». 

a lieu identiqaemonl en ii et t. Or, si l'on change dans cette rela- 
tion Il en « -1- 3fl,-,oi où r désigne l'un des entiers i, i, ..., n — ] , 
la quantité jrr est remplacée par t; H- 4 '"I-^ : donc l'cspression 

ue change pas. La relation (i), envisagée comme une équation de 
degré n en x, admet donc les n racines 

ces II racines sont distinctes : on le déduit aisément de la forme 
générale des solutions de l'équation sna^ = sna (n^SlO); on a, 
par suite, identiquement en x, 

(') Les calculs sont développés dans Eaacper : Elliplisohc Fiinc/ïûneii, p. Soft. 
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Eti égalant les coeflicieuts de a;"" ' dans les deux memljros, on 
a donc 

Mji-.JJ ,■.«,,. =.2"'>(» + "»'..). 
d'où, cil tenant compte de la valeur trouvée au n" 3il pour M, 

On a donc aussi 

De même, ou a 
(LXXSVII) ( ''"' 

344. La substitiUion des demi-périodes ((d,, — 1 aux demi- 
périodes <!>,, W3 donne lieu à des formules toutes pareilles sur la 
déduction desquelles il semble inutile d'insister : nous désignerons 
parE',, E^, E'3, \^ V, A, A' les quantités qui remplacent alors e,, 
Cïi Cui ^'i ^''. 1^1 I^'; nous poserons aussi 
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(le sorte que 1 
(LXXSVIII) 
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(LXXXVllI) 





343, En ce qui concerne les fondions ç, cilons les formules 



s„(.i.„î)=(»(.on- 






^"(» î)-^""n: 






-(..-.?)(«c-.,)iu(v"')a." 



Observons aussi que la transformation qui consiste à diviser 
l'une des périodes par un nombre impair peut être combinée 
avec la transformation linéaire. 

Par exemple, si l'on remarque que la substitution des demi- 
périodes ((]>!, 0)3+ a^W|) aux demi-périodes {W|, Wj) rentre ma- 
nifestement dans le cas i" du Tableau (XXo) et que dans ce cas la 
suite des indices a, p, y n'est pas altérée, on voit de suite qu'on a, 
quel que soit l'entier p, 

-("'-"-^^)-'"'-'n ": V,,.w..u, i ^- 
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346. Voici, d'aulre part, les résultais auxquels on parvient en 
ce qui concerne \/X, yO>', J/etles fonctions sn (^'^ )' en (^iX\, 



(LXXXIS) ■ 



'r^^y^ _ JL. TT _ 

d„o,,,, .„,.,,,, (j/ï).. 11 .B 

(,• = ,■, 



14) ••'{ji.'-j-J,' 
(LXXXIS)'^ ' ^" V-^' "/ 

(LXXXIX) ( 177 

1(9} (-.)~dn(-J, i)= M2;dn(«-aa„,,), 

T.etJM. -II. 



,i;, ..., 


rn-i). 


""JT 


iti(u-hao,,.) 


-n- 




■■'•n 


<ln((i^-«o„-) 


TT 


Sii'a„.,. 


1J.I- 


■ftSsnSao,r8n'i( 




dn'ao.;.sn^!( 


lï- 


cii'ao,,. 


ili- 


■i'sii'ao,rSn!(t 




^'cii*oi|i,^snSB 


rm' 


dn2<ï„,. 
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347. Les formules concernant la mulliplicatîon, par un nombre 
entier impair, cle l'argument des fonctions elliptiques sn, en, dn, 
peuvent être déduites de diverses manières des formules précé- 
dentes concernant la transformation de A- en ^ et celle de k en \. 
En tenant compte des formules (LXXle_s) et (LIV), on obtient, 
par de simples divisions, les relations 






où les indices /■, [<., •/ parcourent les valeur; 



On peut mettre ces relations sons une forme ofi ne figure pas le 

S-- 

facteur ( — jy' . H suffit pour cela de prendre, par exemple, pour 
le système de nombres o, /"u Ta, — , rn~t 'e système de nombres 
o, zt i, ilz a, . . , , ± -^'-~- Mais on parvient aussi à ce résultat 
en prenant, pour le système de nombres o, /■(, /■:., ..., '■/,_!, 
le système do nombres o, a, 4, ■■•> ?•(" — ')' on voit aisément 
que l'on a alors 
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OÙ les indices [a, v parcourent les valeurs |ji = o, i, 2, ..., 
Il — i; v=^ o, i, 2, . . . , n — 1. Les seconds membres de ces der- 
nières formules ne changeai pas quand on y remplace [Apar [l-^-ii 
on V par v + « ; ces égaillés restent donc vraies quand les indices 
[j.et V parcourent les valeurs )j.^ ru- f,, r^, ■ ■ -, r^^^ ; v = /„, /,, 
'''2' • ■ ■ ; ''«-1 ' ^'^^ " valeurs que prend {a étant incongrues (mod. Il), 
de même que les n valeurs que prend v. 

Le lecteur ne manquera pas de remarquer que l'on aurait pu- 

se débarrasser de la même façon du facteur ( — 1 )"'' dans plusieurs 
des formules précédentes. 



'M8. Pour obtenir les expressions desn(/!«), en (nu), dn(7iH)en 
fonctions rationnelles de sn^ «j il suffit de prendre, dans les for- 
mules (XC)_3),pour les nombres o,;-, ,;'g, ..., ;■„_,, les nombres o, 
±r,, ±/'î, ..., àz r„_j et d'appliquer les formules (LXXIV). 



Ou obtient u 



, pour la fonction sn, ta relal 



(~i) î 



i'"(»'')--n-«-nrri,^s:^„- 



in(») 



OÙ l'indice 1* prend les valeurs o, r, , /■;, .... /„_, et où, à la va- 
leur ^ =^ o, eorrespondent les valeurs v ^-- /■,, i-^. - - . , '■„_], tandis 
qu'ans valeurs [A ;= ;■,, r. , . . . , ;„_i correspondent les valeurs 

l'our II = o, on en déduit l'égalité 



1 /*)■'-' 



n-«..: 



Ht 
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Oq a de raémc, par tin calcul toul semblable ( ' ), 

<XC.) „^„, = .„,,pjL_.ji3t._ 

et 



349. En remplaçant, dans la formule (LXXXVII,), -par^;, 
les quantités k, K, i, L se changent en X- A, k, K.; cette formule 
tieviendra donc 

'-i.,.(,.-..).|;™(..<^;:U) 

d ou, en remplaçant — par ;/, 

D'autre part, la formule (LXXXIX;) donne, en y remplaçant (/ 
TA/ l,rV.\ 1 iK>7. / (,-K , .f.iK'X 

"'[ii["'^—)'^\-ïïZ.'"V' ■ -^^-.r^) 

(') Ce senties formules mÈmes de Jacobi {Œuvres, t. 1, p. 121). 
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lES QUOTLI 


(NTS Dl 


IS FONCTIONS rf ET 


DES FONCT§0î 


On 


a donc final 


ement 


(') 




(XC„; 




■li-VL(it, 


".=2:e-(- 


->»,„). 


De 


même 










i <"' '-'■ 


)'~^ni 


»<»)"E2:"' 


.(» + ..,,.), 



3S0. Si l'on pose 






r^ 



= v'(i-j^)(i--"ÀV^) 



et, par conséquent, 



Cette équalion difTérenliclle est donc, vérifiée identiquement 
en X, quel que soit t, si l'on y remplace y par la fonction ration- 
nelle de X, que l'on obtient en faisant snu^x dans le second 
membre de la formule (LXXXIX^) et )>, M par les expressions- 
(LXXXVIIl3,0- 

Observons aussi que si l'on cliange t en ■: + am, où m désigne 

un nombre entier quelconque, q ne change pas, tandis que g" de- 
vient e " ^"; A:^^ o^(':), /:'= i}''(t) ne cbangeiit pas, non plus 
que K=- -S^(o [t); jK.'=':Kest remplacée par 



(■] Compar 



I, p.'i,8 
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a3o CALCUL DlFFÉltENTIEL, 

de sorte que a^^^ devient «|i+2m,v'i v^/i' = ç(T) est remplacée par 
<f (t+ p.) ^ \fi'^k; les quantités X, A, y^/sont remplacées par À„j, 
Am, M„„ où 






La subslitiition de T4-2m à t cKange d'ailleurs les seconds 
iiembres des relations (LXXXVin,,s), el l'on a 

v'î^-.'-KÂyni^,' 

■i-r cjiiw ^ /S TT ^_. __ 

J.X dnasHi,,. sneta/n,,. [""'(J/c) ■■-■I- sn((îj„jr 
La relation (LXXXIX,) est remplacée par la suivante 



puisque le changement de t en ■;; + 2 (qui ctiange k en — A) n'al- 
tère pas 

-m 

Mais, si Ton pose 

,n(.,t)-,. ."(£.>„,) =7„„ 
on a 

M,„ dvm ir — ^^rr- — ■ ■m -. , 
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LES QUOTIENTS DES FOJiCIIOSS rf ET »ËS FONCTIONS &. 23l 

et, par conséfjiient, 

djm _ dx 

Ainsi, si l'on se donne un entier positif impair quelconque n, 
l'équation différentielle 



est vérifiée ideBliquement en x, si l'on y remplace y par une 
quelconque des n fonctions de x, que l'on obtient en donnant 
à m les valeurs o, i, . . ., /i — i, dans le second membre de l'équa- 
tion 

•^ Mlli — 3;U2sii'aï,„,r 
et \/l, M par les expressions 

Elle est d'ailleurs aussi vérifiée identiquement eo x si l'on _y 
remplace y par l'expression 

_ ^' 

-^ = ^11 T^^r^S^ 
et ^7, M par les expressions 
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de sorte que, pour chaque entier posilif impair donné h, nous 
connaissons n + i solutions rationnelles del'équationdifférentielle 
précédente. 

La quantité t ne figure pas explicitement dans cette éc|ualion 
différentielle. On a annoncé, au n" 338, que l et M sont des 
fonctions algébriques de k:, la même assertion s'applique aux 
quantités \, M et aux quantités Xn,, M^, en sorte que l'on peut 
dire que l'équation différentielle 



doit être aussi bien vérifiée identiquement en x et quelle que soit 
la quantité k, à condition que l'on prenne poitr / el M des fonc- 
tions algébriques convenables de k. D'ailleurs, les n + i solutions 
rationnelles de cette équation différentielle, solutions dont on vient 
d'indiquer la formalioQ, dépendent manifestement de l'entier po- 
sitif «. 

Le lecteur ne peut manquer de pressentir l'importance du sujet 
que nous ne faisons qu'effleurer ici et sur lequel nous reviendrons 
plus lard. 
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FORMULES. 

I. 

„„..-„nl(.-;:)«^j. 



(3) 

(-',) ni 



(5) 



2|.^^-^„h*-(» 



1 ;(-■.) = -£», ,,uH-..)~("i)"p"..- 

ni. 

(I) tf().«ii»„i».), 1 .(«II.,,»,), 

(s) ï{»B|l0)„l».)= j r(«iiu„io,), 

(3) j)(1..1X»„).».)"îÎp(»1».,».), 

(4) pi-i(»«i),»„i»,) = j,;-,p"(iii«„«,). 
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IV. 

,., j .".=8» 2"'?' ^■='-''°2'".v 

V. 
VL 

( <r(i(-i-2u)3)= — e"l.i"+».ia'«, 

(3) ^{«-i-2m(Ui + 2/i(Us) = (;u4-27KVl,-|-2«ïj;„ 

<« !="'=''• '■-"-'••' '"'-''■ 

(5) p((l+2niQ),+ 3/HÙ3)=p«, 

(6) jp'(« + .«t..,+ ...>,) = p'«, 

( ptO,= 0, ^'-^2=0, pt03=O. 
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Dans toutes les formules qui suivent, a. p, y sont les trois nombres [ 
y, 'i rangés dans un ordre quelconque. 

VII, 

J(m-a)a'(»-»1 

"' p»-p«= sîTjji^ — . 

I ï(u^o)i(»-<.)*(4 + o)«(6-t) 
(,.] -^ï(^. + 6)ï(»-S)*(o^-«)*(c-<.) 

! +S(,n-o)«(,.-<!)«(« + 6)«(<.-S) = o, 

S"---' '""='•• '""■•'" 

(5) p'^u^i(j)U — ei){pu — ei)ipu-es), 

.g ] Sî = — i{eiei+ e^Si-i- eseij = liel-^ el^ el) 

\ ffi = iiete^eî. 
(7) p-„ = 6p=it-Ç, 

(S) J)"'"- I2pî(]/«. 



VIIL 

,(>.;g.fi) = W(.„„,.,, 



(3) p(j.;g,a)=',p(.;^.,^.), 

(() p'.' (l »; fi", fj) = ,-^,V,P'"'(''l «. «)■ 
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2*. 3. 3 3'. 3. 5. 7 a'. 33. 5. 7 ' 
2=.3.5 2!. 5. 7 a*. 3. 5^7 






XI. 

(1) ï,»=C(l.+ B,)-,.= -ï,(~»), 

(3) I(.2»)=ïSl.ï,Btf,Btf.,.J^ ,,'■,=••«, 

(4) P"-"«=ir7l' 

(5) i/p«-"«^-^. (6) i/sf-»;»^', 

(7) J„.. = i-S'..'+^(^,-6.î)»> + .... 
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_^. /si la partit- 

(3) Ijuia— îi2<03 --= r,|(Oj— fiju, = T|2U), — ï,,uj = -'- , \ ., , ("i 

(i) v/c;,— e^--= Ve^-ej, /e^-fi, =_(Vcj_V^, /e,"—"^; = i /«,-£,, I ^st positive. 
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FORMULES. aSg 

XV. 

(,) J(„ +«)«(«- o).tf'»5;0-tf|BÏ'0, 

(I) J„(.. + <.)ff.(»-<.) = »-â«a';.-(..- .„)(..- «,)=•'»«■», 

(3) tf„(it + «)a'„(«-a) = tfâwa'^«-(ea~e[t)<!''«=^ï"' 

(4) a-„(a + a)tf(M-«) = rf«tfaWtfpatf.fa-tf«tfaatfp'*tfï«, 

(5) *,(»+<.) *|i(.<-o) = *,i.*p»!r,<i<fp« + (e|)-»,)«ii<r.''f«i««- 

XVI. 

(0 p j = p» + i/pT."-^ ep /pi. - i'; 4-v'pi.^\/pu-e,; + /j>i'-0il/pi>- 

XVII. 

,0 ....^»-ï--nK-^d— ^-^^1' 
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. DIFFÉRENTIEL. 



p(.is,»i)-ip(^|»„».), 





XIX. 




O^y 


Q, ~ CWi-t-</ujj, 


iïi 




ad~bc = ±i. 




^{n 


[ù„ù,) = :r(u\«> 


i-">i), 


Z(u 


l"„"0 = a«l<" 


l,<"3), 


J>(" 


■|Si,ii3)=-p(«l'" 





( n, 


-IQ,, 112 = 


Cl!., 




i. = Ca„ 


1... 


= aTii+6-^3, 


'U- 


= f, 


l^<'-',3, 




H,+ ITî4- 




o, 






H)il3— II^Sl 


= ± 


:— , 




= «■ 


, pt«î = e 






pwj^^, 


= El 


= e,,, pii3 = E 




!,., 


Pii. = li: 


j 


■ tf.(K]ni,iia} = 


tfx( 




1, l"3), 




«•.(«ini.û.)» 


*!!.(' 


al" 


1.".), 


1 


tf,(.l|0„0,) = 


i,(i 


»|» 


i,wa). 
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XX (i-i»). 



— 


a 


' 


- 


d 


n. 


a-i 


lis 


X 


\^ 


3 


3° 


' 


■ 


» 


ô 


z 




(Uj 


3 


i 
3 


3 


6" 


° 


' 


' 


' 


'"' 


0,, 


<"^ 


3 


' 





(7) 



1, Hj— H,^fil= - 





v'%-% 


/li,— Ks 


v'i^T^ 


.• 


(->)^^/^^«3 


(_0'^ v'-.-e, 


(_i)^^T-,/e— ^ 


2" 


i(-l)"^l/ë2~"e5 


(— i)"^/e,^:rë, 


(_,)T-j/^;z:ë- 


3" 
^^ 

6" 


(— [) 5 i/e,— Ej 


(-0* ^/.,_.3 


4-n 


;(_,)' ^/„-.3 


'■(-0 ^ ï/e,-ea 


(_,)"r^ej_e- 


ï(-0 ' V'e.-e^ 


(--1-1 
((—I) ' ^/ei — es 


,-.,'-^^.-; 


,-.",..-„ 


i{-i)^t/e3— es 


t(— 2 /e,— ej 



T. et M. — II. 
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(i) p(»[5.».)=i>i'+2''(""^ ^"-)-"''" 

{ en particulier : ;■— 1,2 ;i — ! oft r — ± t, ± 5, . . . , ± j- 



(5) 






<,> ..(..l^,„.)..--s^''-"n-^^^- 
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FORMULES. 243 

XXII. 

(2) e(..[-"-!,»,)--.«,»+-C.h-ï,b, 

(3) l'("lY'"')°'"'^'''°^"''~°'"'"'^ '"~p°l'-é,~° ~' 

*" Il ='/»> 1"1, «W^r +« 0, 11+11+11=0 
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XXIV. 

(3) p (»l»i>v)=''"'»'''-^ "■)-" = r"+ '''~..°!"'!~''' ' 



(4) 



(Us I WA ; . 

W3 3(U3 
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XXV. 









= e 3 o'^«(p« — ej-i-v'e, — esi/ci — e,), 


..(.l. 


o„ ^) = /-f (y|„_ i/eT^r^/êr^e-scr^w) 








^e' ff2«(pM — es— /fil — es^/es— es). 
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s'^ 



'(■'&».)^'"" ■ ',.n 









.n-^"^''^ 


-„,) 


■^M^-^ 


.) 


) 

±I,dz3, ...,± '- 


^)- 
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XXVI (Fin). 

['•{"]„"") —'11 »■('-»,') 

■ I --i^-m^j 

r-' '■■• ■- '■^) 

(en particulier : i' = i, 'î, ■■-, ]• 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 






xxvn. 






-.-2p(ï".). 




<"' 


..).rfr-%. 




I.(.l. 


.?)-"'^"'"'"- 

('■-'■l, '-2, ..-, '■,.-, 





<4)N.(H«,,::)..-..,.n['-»-<'-'f'('"-'^>;,||^-]|''"J' 



f e" particuUe 
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Dans les formules XXVIII et suivantes la partie réelle de — . est 
supposée positive. 



i yg»'=q" 






(6) ii'?îî = g! — ?3- 
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CALCUL UIFFËBENTIEL. 

XXIX. 






, „ . ^^ „„.,.. TT -^g"':' Vf li-'-gî 

', ,. = ...1»,- ri ■+?■— '-' 'ff ii^rii! 
' 11 i+î^'^' 11 i-hî"'-i 

11 (i-f-g'"-')' 



11 ,_,.-f 11 ,_,. 




y-r T - 27Î"-' r.osy f TT ^ ^r'"- 


■ 


11 (,-,..-.). 




XXX. 






T)i 


■ ■ Zi(l+Î»-1)- 





(SI aV^'-ï J'v—îî!;! ^"y^-îJ":! "y" ?" . 

''' 'Zl(i-}>»)' Zi(i-3--')' Xi(n-,'")' Z.(i + Î")' 
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(U, 


„, 


l 


« 






. 2 lu, ç| n^' 


tfl 






.,.,/• 


tfi 




° 




.. 




-'^#«- 
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(3) 3.(,) = i+2"I"'™"'-'- = ■ + »'/ "■" = ' + "'/"••"'!-'■+-■ 

(8) 3,(,) = 2,.,»to.«J|(, + a,.» cos». . + ,•■), 

(8) 3,(»)=î.JJ(,-'2,>»->co.2», + ,>•—), 
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XXXII (fis). 

(.Si) p,i.)= ^î'-"^-' »""*'. 

(Î6(.) p.(.,, ^S""'"- 

aiH,) ■/,(=)-- 2(-~|)"î"'''"' 

(5 Si.) Pi(i)=>,.y.îfi^^fJ (!-?•" ^-')JJ(.-î'"«'), 

(6 4,-,) p,W-'j,„iii-'i|J(i + 5"i-')f|(, + ,■-*■), 

(84,i) H-> = ',,\î(^--l'-"-')jîc-.j"-'"). 



p,(.) = p,(,-«) = 3,l.), 
„(») = p„,(«'«)=3...,(>). 
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CALCUL DlFFÉRBNTiEL. 

XXXIII. 



(■i) 


2y«îf?'tf|«=e"-l.'"i"' &,(,.), 


(3) 


'7o?|tf!« = e^^i"i^'&3(<'), 


(4) 


?o5i*s" = e^^i».'"Si(c), 


(5) 


»•"="■ Im"'-- 


(6) 


f „ ».«(•) ,,„ , 

" ' S.t,(<.) ' " ' • 


(7) 


t„ _ ^ill' , _L. |ll^). 


(S) 




(9) 


\/^yîJ,u », .■,.™.-a,(,), 


(10) 


^/î^ yj-i;-,, 5, „ „ ;,w.»,..'a,(,), 


(■■) 


j/--i ;/„_«, a,u, .•«.»,-a,(„), 


(12) 


j/î|l (/iT^-^tf.,, » j.„»,--3,(,.,. 
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XXXIV. 

Zéros {modaîis i, t). 



3, a, 3, a, 



3,(-,)„-3,(»), S„(-«) = 3„,(»), 

I S,(, + i) = -3,(,), 3,(,+i)=-3,(,), 
|3,(. + ,)„ 3,(0, 3.(„ + 0= a.(>). 

1 3,(« + 0.3,(p), 3,(i.+ J)^^3,(.), 

i3.(..i).3.(,), 3.(,^;)= 3.W, 

3,( 



j3,l,H-,)=-AS,(»), 
S.(» + ,)= A3,(o, 



)- A3,(c), 
:)=-A3,(<.), 



i,(,H-j).,= iB3,(.), 
t.(.+ ^)= B3,(»), 



I13.(,.), 
iB3,(«), 



la:;:: 






|3,(.+ ^-^)- B3.(»), 
(3.(»+ '^')-.iB3,(,), 



3.(.-.t')- 



.■BS.(,.), 
B3,(i.), 
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CALCtL mUFÉREMlEL. 



3',i.) = -a', 


{o). 






3i(.).o, 


SiO) = o- S'.(i 


-0, 


i--a)"^ 










3',to 






|..(0=», 
















iS'i(')= - 


--ï" 


3',(o), 




bvM— » 


^î~ 


S.(o), 




jSi(„ = ^, 


Try- 


'%(•>}, 




(sux). . 


,5- 


■3.(0), 




(^■G)- 


^f 


fa.(o), 




p-G)=" 




*3.(o), 




-œ- 


î^q" 


*a.(.), 




^•œ- 


ùj' 


^S'i(o). 




P',(„.+., 


= 


(-■)"■"?- 


^1(0). 


1 &'.(»+'" 


= (- 


-r)"'+i2/nrJî-' 


•3.("), 


j »..(,„ ^«, 


= 


-»»«.>- 


'3.(0), 


(a;(,» + „ 


-(- 


-,)"■ an-i»- 


' SU"), 


-'m 


= - 


«î"*3.(o), 




-■(^') 


= - 


Tr9^T:ïi(o), 




-■m 


= 


•î"*S;(o), 




h^m 


= - 


*^?"'&s(o). 
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XXXVI. 

3.(0)- S'*""**' =»îi + î,'+»s't'+..., 

=>•<«)= 2î" =,+ ,,+, ,.H-»,.+.,., 

^•<°>-S<->"»"' -,-,,+.,.-.,,.+..., 



(2, Sr't(o) = ^TiîJ?S s,(o)='iîoy;ç», 



(0 



(3) 



f'".-'~.= l/^s,(,„, !/;7^7,. (/;^S.(o), 

i v'ei — esv/e, — e^/e, — e, = — ~ Jï'ïjo)^ 

(5) 3;(o) = ,a,(o)a.(o)3,(o), 

(6) 3S(o) = Si(o) + Si(o), 

i <i=5(,I,)'l+2'!io) + auo)i, .,= -( "-)'[+Si(o)-a!(o)j, 
(7) . 

«■.-(^)'j|î[a5' (») + »!■ lo)l-p[3|(o) + 3.'(o)]3.(„)as(o)j 

1 =îi(^)'m<o) + 31(o)l[3S(i>) + 3Uo)|Pi(o)-3!(o)]. 
T, et M. -IL n 
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(2) 

(S) 
(4) 






>'*-l?ë--^: 






/F= 



/* = .,i2 



4 r( . + }-)(i + ?>)(i^,.).. 



vp_ îl ^ r(i -?)(.-g')( i-?')... 

_ (1— ^2+A')a _ ([—As/c'y 

I [Si(o)-i-as(o)-)- 






ai (■>)]' 

117^1) 8 3|(o)a!(oiai(o, 
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ne-,,.-., 2(-..-.— " 



(2) 'H'. 






m 


'■"''- ^^-ë^'' 




(4) 


*-^>-^^^l|-^. 




(5) 


-/.(,) = y;, "^, 




(6) 


?•(')++■(')=■, 




(7) 

(8) 


?(')+(<) = X'('), 
h{T) = 5i'go, 




(9) /M = ï''^ 




'-^W 


(10) 

(il 

(n) 

(13) 


3,(oii) = ii(-)/'(') = v':i.(^)r/-, 
3.(ol,) = i.(,)/;(ï) = l^i.(^)p£i-!, 

?o = 5"iïh(x), 




(14) 


-!^'"ë^' 




(i5) 


-'^^^.g^- 
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■ s>)_ 






3Uo) 3,(o) + S,(o) + a.(o)' 



( ar(o) ,a;"(o) 
a,(o) 3|(o) 



-'TîiS—"'^î(«)^!(°) — '"<•■- »■>(- 






520) , 5;'(o) 

l 3,(0) 3J(o) = 



r.a'(o)3!(o)=-3»(.,-. ,)(„-»,),. 



js,(«|.i,)=a.(p|,)+3.(»|,), 






l/A' /ei — ea— /ei — fi ï^ + açS-t- açs'-i-.. 



, j.(»i.lui, 4».) _y« i-«.J-.(»'»i,».)-i/«,- »■=>.(» I» 
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u c^d~. 


(0 


^OÏQ'tfw =eî".!i.'''Si{viT), 


M 


SQoQÎQ^tfj" = e2"ini^'=Si(v i T), 


(3) 


00010-11"= eSH,n,ï'S3(v|T), 


(() 


„.„.^,. = ,..,.,v.S.,.|,), 




!/ir^ï = .yj|_»o.oio*, 


(5) 


f..-..=. /^o.oS, 




[ VkT^ ^ vas °"'^^' 


(6) 


•>^'-'ÎÎ/k;»'«'' 


(7) 


-S^^/^"-» -■■«■ "S.Cl'), 


(«) 


!/■,- ii. ^/-°! ïi«.i«".w3,(,|T), 


(9) 


Vu, - ... \/'-f s,u~ ,'n.'.i-%{, 1 ,), 


(,o) 


Vi.,-«.\/^tf.. = «*"'3.(v|T). 
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XLII. 

. i/;7Tir„'-.«a,(,j,) =a,(viT), 



-d)^ 



(' 6 esi impair et positif, 
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